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SECONDE PARTIE. 

É L É M E N S 

D E 

GEOMETRIE. 

L A Geometrie eft une partie des Mathé- 
matiques , qui traite de l’étendue &c de lès dif- 
férens rapports. 

Cette Science ne conlîdere pas l’étendue en tant 
qu’elle eft revêtue des qualitez fenlibles , telles que font 
la dureté , la fluidité , la lumière , les couleurs , Sec. 
Mais fon véritable objet eft l’étendue confiderée en 
tant qu’elle a trois dimenlîons , longueur , largeur Sc 
profondeur. 

L’étendue en longueur confiderée fans largeur &c fans 
profondeur , fe nomme Ligne. 

L’étendue en longueur Sc en largeur conlîderées en- 
femble indépendamment de la profondeur , fe nomme 
Surface. 

L’étendue en longueur , en largeur & en profon- 
deur conlîderées enfemble , fe nomme Solide , & quel- 
quefois Corps. 

On appelle Point une partie d’étendue Ci petite , 
qu’on la confldere comme n’ayant aucune étendue ; 
telle eft l’extremité d’une ligne. 

II. Partie. A 
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1 ElîMENS DE GEOMETRIE. 

Remarquez qu’il n’y a point d’étendue qui n’ait les 
trois dimenfions ; fçavoir , longueur , largeur 8c pro- 
fondeur ; & qu’il n’y a pas de point fans éteniuë : 
ma* cela ft’empêche pas qu’on ne puillè confidérer 
quelques-unes de ces dimenfions fans les autres : par 
exemple , on peut confidérer la longueur fans la lar- 
geur & la profondeur ; & de même on peut confidérer 
la longueur & la largeur , fans faire attention à la 
profondeur : enfin on peut confidérer le point fans 
aucune dimenfion. 

Il y a donc feulement trois efpeces d’étendues , la 
ligne , la furface 8c le folide ou corps ; c’eft pourquoi 
nous diviferons la Géométrie en trois Livres. 

Dans le premier , nous traiterons des lignes. 

Dans le fécond , nous parlerons des furfaces. 

Dans le troifiéme, nous traiterons des folides. 

Enfin , après ces trois Livres nous donnerons un 
traité de Trigonométrie, qui fera connoîtrc fenfibl»- 
ment l’utilité de la Géométrie. 


a 


LIVRE PREMIER- 

DES LIGNES. 

> T Ous fuppoferons dans ce Livre 8c dans le fui- 
^ vant , que toutes les lignes & toutes les furfaces 
dont nous parlerons , font fur le même plan. Un plan 
eft une furface dont les points font également élevés ; 
telle eft fenfiblement la furface d’une glace bien polie , 
& celle d'une table bien unie. 

Il y a trois fortes de lignes , la droite , la courbe Sc 
la mixte. 
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Livre premier; 3 

1. La ligne droice eft celle dont tous les points font 
dans la même direction : telle eft la ligne AB. 

2. La ligne courbe eft celle dont tous les points ne 

font pas dans la même direction : telles font les lignes 
AEB & ADB. 5 

3- La ligne mixte eft celle qui eft en partie droite 8c 
en partie courbe : telle eft la ligne AfiCD. 

Après ces notions , on peut regarder les trois propo- 
rtions fuivantes , comme des axiomes qui n'ont pas 
befoin de dcmonftracion. 

I, 

4. On ne peut tirer qu’une feule ligne droite d’xn 
point à un autre point ; mais 011 en peut tirer une infi- 
nité de courbes : cela paraît par la première Figure, 
dans laquelle il eft évident qu’on ne peut tirer que la 
feule ligne droite AB , du point A au point B , quoi 
qu’on puifTe tirer du premier point au fécond plufieurs 
lignes courbes , comme AEB 6c ADB. 

1 *• , J 

J. La ligne droite eft la plus courte que l’on puiiïe 
mener d’un point à un autre point : par exemple , la li- 
gne AB /tirée du point A au point B , eft plus courte 
que chacune des trois lignes AEB , ADB & ACB ; c’eft 
pourquoi la ligne droite eft la mefure exa&e de la dil- 
tance qui eft entre deux points. 

mi. ; ■ 

6. La pofition d’une ligne droite ne dépend que de 
deux points , enforte que lî on connoît la pofition de 
deux points, on connoît auflî celle de ia ligne entieré : 
nous nous fervirons fouvent de cet axiome^dans la fuil 
te ; c'eft pourquoi il eft à propos de l’expliquer en peu 
de mots pour le faire bien concevoir. 

Il eft évident que plufieurs lignes droites peuvent 
palier par un même point ; par exemple , la ligne CD 

A ij 


Art. I. 
Fig- 1. 


Fig. ». 


Fi&, «• 
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4 Elemens de Geometrïe. 
îig. j. & la' ligne AB paffent toutes les deux par le point £ , 
on en peut même faire paffer une infinité d'autres par 
ce point ; ainfi un feul point ne détermine pas la pofition 
ou la direction, d'une ligne droite : mais fi on prend 
deux points comme E & F , il n'eft pas poflîble de faire 
paflèr par “ces deux points d’autres lignes droites que 
CD : car il eft clair que toutes les lignes droites qui paf- 
feroient par les deux points E & F , feroient couchées 
fur la ligne CD ; &C par conféquent elles ne feroient 
pas différentes de cette ligne : donc deux points fuffifem 
pour déterminer la pofition d’une ligne droite. 

AVERTISSEMENT. Lorfqu’on ne trouvera 
point de figure citée pour un article , il faudra regar- 
der celle qui aura été citée en dernier lieu à la marge. 
Ainfi dans le Corollaire fuivant nous nous fêrvirons 
de la troifiéme figure qui vient d’être citée. 

7 . Il fuit du dernier axiome que deux lignes droites 
ne peuvent fe couper que dans un feul point : car fi 
deux lignes telles que AB & CD qui fe coupent au point 
E , fe coupoient encore en un autre point , comme 
chaque point; d’interfeétion eft commun aux deux K-c 
gnes , ces deux lignes auroient deux points communs , 
& par conféquent la pofitîon d’une ligne droite ne dé- 
pendant que de deux points , les deux lignes auroient 
tous les autres points communs , & ne feroient qu'une 
feule ligne droite ; cç qui eft contre la fuppofition ou 
l’hypothefc : ainfi deux lignes. droites ne peuvent fe cou- 
per qu’en un feul point. 

Ce Corollaire feroit évidemment faux , fi on ne con- 
iidçroit pas les lignes fans Largeur j car fi les lignes 
étoient regardées comme ayant d? la largeur , il eft 
clair que le point d’interfeétion auroit de l'étendue , & 
pourroit par conféquent être divifé en deux autres 
points qui feroient communs aux deux lignes. 

8. Il fuit encore du même axiome que fi deux points, 
comme C & D , d’une ligne droite font également éloi- 
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çnez de deux autres A Sc B , chaque point de la ligne 
CD fera à égale diftance de ces deux points A Sc B ; ainlï 
E eft également diftant de A & de B : c'eft la même 
chofe des autres points de la ligne CD. C'eft une fuite 
bien claire du troifiéme axiome. 

9. Remarquez que quand on fuppofe que les deux 
points C & D font également diftans des deux autres 
points A & B, on ne veut pas dire que les points C & D 
font également diftans de A , & qu'ils le font aufli éga- 
lement de B ; mais on veut dire que le point C en parti- 
culier eft également éloigné de A & de B ; & pareille- 
ment que le point D eft autant éloigné de A , qu'il eft 
éloigné de B. 

1 0. Les deux points C Se D de la ligne CD étant en- 4< 
core fuppofés , chacun également éloignés de A & de B, 
non-feulement tous les points de la ligne CD font éga- 
lement diftans des deux points A & B ; mais de plus , (î 

elle eft prolongée de part Sc d'autre , elle palfera par 
tous les points également éloignés de A & de B : enforce 
qu'il ne peut y avoir aucun point à côté de la ligne 
CD qui foit également diftant des points A & B : foit , 
par exemple le point F qui eft à côté de la ligne CD , 
je dis qu'il n’eft point également diftant de A Sc de B , 
ou j ce qui eft la même chofe , que les lignes FA Sc FB 
tirées du point F aux points A Sc B , ne font point éga- 
les : car les deux lignes EA Sc EB font égales , parce que 
tous les points de la ligne CD font également éloignés 
de A Sc de B ; par confequent fî on ajoute FE à cha- 
cune de ces deux autres lignes égales , on aura encore 
deux lignes égales ; fçavoir FEA Sc FEB , ou FB : or FA 
eft plus courte que FEA (f) ; donc FA eft aulïi plus 
courte que FB ; donc le point F n'eft pas également 
diftant des points A & B. On- peut démontrer la même 
chofe de tous les autres points qui font à côté de la ligne 
CD; par conféquent cette ligne étant prolongée, paftèra 
par tous les points également éloignez de A & de B. 

A iij <î 
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6 ElBMENS DE GEOMETRIE. 

AVERTISSEMENT. Lorlqu’un nombre eft renfer- 
me entre deux parenthefes , c’eft une citation , c’eft-à- 
dire , qu'il lignifie que la propolition qui le précédé eft 
prouvée par l'article défigné par le nombre. Ainfi après 
avoir dit dans l'article precedent que la ligne FA eft; plus 
courre que FEA , on a mis (j) pour faire connoître que 
cette propofition eft: prouvée par l'article 5. 

DE LA LIGNE CIRCULAIRE. 

Entre les lignes courbes nous ne confidérerons dans 
ces Elemens que la ligne circulaire , qui n'eft autre 
chofe que la circonférence entière, ou quelque partie 
de la circonférence d’un cercle. 

11. On peut définir la circonférence d’un cercle, 
une ligne courbe qui termine une furface plane de 
tous coiés , &c dont tous les points font également dif- 
tans d’un point qu'on nomme centre . Il y a cette dif- 
férence entre le cercle & la circonférence ; que le 
cercle « ft l’cfpace renfermé dans la circonférence , & 
la circonférence eft la ligne courbe qui termine cet 
efpace. 

Fig. j. 1 1. Toute partie de la circonférence eft appellée arc : 
ainfi AD , EïF , GLH font des arcs. 

1 3. Toute ligne droite comme EF , terminée de part 
& d'autre par la circonférence , eft appellée corde. 

1 4. Si la corde pafte par le centre , on la nom.ne 
à; cm être , comme AB. 

ij. Une ligne tirée du centre à 'a circonférence eft 
appellée rayon ; comme CD , CA , CB. 

1 6. Les Géomètres divilent la circonférence de tout 
cercle en 3 60 parties égales , qu’ils appellent degrez.. 

Chique degré fc divife en foixante parties égales, 
qu’on appelle minuits ; chaque minute ie divine en foi- 
xante parties égales , qu’on nomme feco des , Si cha- 
que féconde en foixante tierces , de aiuli ue luire à l’in- 
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Livre premier. y 

fini ; enforte que par degré il ne faut pas entendre une 
grandeur abfoluë , mais feulement la trois cens foi- 
xantiéme partie de quelque circonférence que ce foit , 
grande ou petite ; ainfi la plus petite circonférence a 
autant de degrez que la plus grande ; mais elle les a 
plus petits à proportion ; de même que chaque gran- 
deur telle qu’elle fôit 5 grande ou petite , a deux moi T 
tiés proportionnées à leur tout. 

1 7. Si du même centre on décrit plufieurs circonfé- 
rences , elles font appellées concentriques , auiïi - bien 
que les cercles qu’elles renferment : comme dans la 
Figure 9. 

1 8. Tous les rayons d’urt cercle font égaux ; c’cft une 
fuite de ce que le centre eft également diftant de tous 
les points de la circonférence. 

19. Tous les diamètres d’un cercle font égaux : car 
chaque diamètre eft évidemment compofé de deux 
rayons , Sc par conféquent puifque tous les rayons font 
égaux , tous les diamètres le font auflî. 

20. Dans deux cercles égaux , les rayons & les dia- 
mètres de l’un font égaux aux rayons & aux diamètres 
de l’autre. 

2/. Tous les diamètres divilcnt le cercle & la cir- 
conférence en deux parties égales : car tous les points 
de la circonférence étant également diftans du cen- 
tre , la courbure de cette circonférence eft uniforme , 
c’eftà-dire, qu’elle eft par tout égale; & par confé- 
quent de quelque maniéré que foit ficué le diamètre , 
il partage toûjours le cercle &c la circonférence en deux 
parties égales. 

22. Dans le cercle les cordes égales foûtiennent des 
arcs égaux ; & réciproquement les arcs égaux font fou- 
tenus par des cordes égales : par exemple , fi les cor- 
des EF 5 c GH font égales , il faut que les arcs EIF & 
GLH qu’elles foûtiennent foient égaux : Sc fi ces arcs 
fiant égaux , il faut que les cordes EF &c GH foient 

A iv 
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5 Eiemens de Géométrie. 
égales : car puifque la courbure de la circonférence eft 
uniforme ou égale dans toutes fes parties , il eft nécef- 
faire que les cordes égales foutiennent des arcs égaux, & 
que les arcs égaux foient foûtenus par des cordes égales. 

2}. On peut dire pareillement que dans deux cer- 
cles égaux les cordes égales foutiennent des arcs égaux , 
6 c que les arcs égaux font foûtenus par des cordes 
égales : par exemple , fi les cordes EF & ef font éga- 
les , il faut que leurs arcs foient égaux ; & fi ces arcs 
font égaux , les cordes font égales. Cela paroîtra clai- 
rement , fi l J on conçoit que la première circonférence 
foit polée fur la fécondé , enforte que la corde EF 
foit appliquée fur l’autre corde e f : car il eft évident 
que les arcs feront pofés exa&ement l’un fur l’autre , 

6 qu’ils font par conféquent égaux , auflî-bien que les 
cordes. 

24. Remarque^ que quand on parle d’un arc loû- 
tenu par une corde , il faut toujours entendre celui qui 
eft le plus petit : par exemple , fi on parle de l'arc fou- 
tenu par la corde EF , il faut entendre l’arc EIF , & non 
pas l’arc ELF , à moins qu’on ne marque expreflement 
ce dernier. 

2 5 . Dans un cercle les cordes égales font également 
éloignées du centre , 6 c réciproquement les cordes éga- 
lement éloignées du centre font égales. C’eft encore une 
fuite évidente de la parfaite uniformité de la circon- 
férence. 

26. Pareillement dans deux cercles égaux , les cordes 
égales font également éloignées des centres ; & réci- 
proquement les cordes également éloignées des centres 
lonr égales. 

Après avoir donné les notions des lignes tant droi- 
tes que circulaires , & avoir expofé plufieurs propofi- 
tions évidentes , fondées fur la nature même de ces li- 
gues , il eft à propos de réfoudre plufieurs problèmes 
fur cette matière. 


Digitized by Google 



\ 


Livre premier. 9 

Problème I. 

17 D'un point donné , comme C , pour centre & d’un in- pjg ^ 
tervalle aujji donne , comme CA , décrire v.ne circonférence. 

Ouvrez le compas de l'intervalle donné CA , met- 
tez une de les pointes fur le point donné C , faites en- 
fuite tourner l’autre pointe en tenant toujours la pre- 
mière immobile fur le point C , la ligne courbe que la 
fécondé pointe décrira par ce mouvement , fera la cir- 
conférence cherchée. 

Il eft évident par cette opération que du même cen- 
tre & du même intervalle on ne peut décrire qu’un cer- 
cle , & que tous les cercles qui font décrits du même 
intervalle font égaux. 

Problème II. 

28. Trouver une ligne droite qui ait tous fis points éga- jj<r. g, 
hmtnt diftans de deux autres points donnez., comme A CT B. 

Des deux points donnez A & B , & d'un même in- 
tervalle pris à diferetion , décrivez des arcs qui le cou- 
pent en un point que mous appellerons C. Décrivez 
aufli des mêmes points donnez A & B , & de la même 
ouverture du compas deux autres arcs qui Ce coupent 
au-dellous en D ; tirez la ligne CD , chacun de fes 
points fera également éloigné des deux points A & B ; 
car ayant tiré les lignes AC & BC , elles feront rayons 
de cercles égaux , puifque C eft le point d’interfe&ion 
de deux arcs qui ont pour centre les points A & B & 
qui ont été décrits de la même ouverture du compas : 
donc ces lignes font égales ; par conféquent le point C 
eft également éloigné de A & de B. Bar la même raifort 
le point D eft également éloigné de A & de B ; ainfî 
la ligne CD a deux points , fçavoir C & D , également 
diftans de A & de B : donc tous les autres points de 
la ligne CD font aufli (8) également diftans de A Sc 
de B. 
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19- Quand nous avons dit qu il falloit décrire les 
deux derniers arcs d’une même ouverture du compas , 
nous n'avons pas prétendu dire qu’ils fu fient décrits de 
la même ouverture que les deux premiers ; mais feule- 
ment que les deux derniers arcs dévoient être décrits 
l’un & l'autre d’une même ouverture du compas , la- 
quelle peut être égale à celle dont on s’eft fervi pour 
les deux premiers arcs , ou differente. 

On peut obferver ici que les lignes ponctuées font 
celles que l’on tire feulement pour la démonftration : 
telles font les lignes AC & BC ; ou bien pour l’exécu- 
tion d’un problème : tels font les arcs qui ont été dé- 
çrits des points A & B. 

PROBLEME III. 

30. Couper une ligne droite , comme AB, en deux 
parties égales. 

Trouvez par le problème précèdent , la ligne CD qui 
ait tous fes points également diftans des deux extrêmi- 
tez A & B de la ligne donnée A B ; le point d’interfec- 
tion M coupera la ligne donnée^n deux parties égales : 
car ce point M étant un des points de la ligne CD , il 
doit être également éloigné de A & de B. 

3 1 . Il faut faire la même chofe pour couper un arc , 
comme AB , en deux parties égales. 

On enfeignera dans le problème IV , fur les lignes 
proportionnelles , la méthode de couper une ligne 
droite en pluficurs parties égales. 

PROBLEME IV* 

« 

3 z. Faire peijftr me circonférence par trois points don- 
nez, , tels que A , B , C. 

Tirez la Hgne droite EF , dont les points loient égale- 
ment diftans des deux points A & B (z 8) ; enfuite tirez 
la ligne droite GH , dont tous les points foient égale- 
ment diftans des deux point* C & B , le point K dans 
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lequel les deux lignes fe couperont , fera le centre du 
ceïcle ; enforte que fi du point K & de l’intervalle KA 
on décrit une circonférence , elle palfera par les trois 
points , A , B , C. 

Pour le démontrer , il n’y a qu’à faire voir que le 
point K eft également éloigné des trois points A , B , C ; 
ce qui eft tiès-facile: car premièrement, ce point K 
en tant qu’il appartient à la ligne EF , eft également 
éloigné de A & de B , puifque par la conftruélion , 
c’eft-à-dire , par la maniéré dont on a fuppofé que la 
ligne EF a été tirée , tous les points de cette ligne font 
également diftans de A & de B : fecondement , en tant 
que le point K appartient à la ligne GH , il eft égale- 
ment éloigné de B & de C ; parce que tous les points 
de GH font auflî par la conftruétion également diftans 
de B tk de C ; par conféquent le point K eft également 
éloigné des trois points donnez : donc le problème eft 
réfolu. 

} 3. Remarquez que fi les trois points donnez étoient 
dilpolez en ligne droite , le problème fèroit impoflible , 
parce qu’une ligne droite ne peut être coupée qu’en 
deux points par une circonférence. 

PROBLEME. V. 

5 4 . Trouver le centre d ‘une circonférence ou d'un arc donné. 

Prenez les trois points A , B , C , dans cette circon- 
férence , ou dans cet arc donné , cherchez par le pro- 
blème précèdent le centre d’un cercle qui paflè par ces 
trois points A , B , C , ce fera celui de l’arc propofé. 

Des differentes positions des Lignes. 

35. Nous avons d’abord confidéré les lignes droites 
en elles-mêmes , fans les regarder les unes par rapport 
aux autres ; préfentement nous allons les comparer 
enfemble. Lorfqu’on compare deux lignes droites l’u- 
ne avec l’autre j ou bien elles font tellement difpofées 
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qu'elles fe rencontrent ou du moins qu’elles fe rencon-' 
treroient fi elles étoient prolongées -, ou bien elles font 
difpofées de maniéré qu’elles ne fe rencontreroient ja- 
mais , quand même elles feroient prolongées à l’infini ; 
auquel cas on les appelle parallèles . Lorfquelles fe ren- 
contrent , cela peut encore arriver en deux maniérés : 
premièrement, enlorte que l’une ne panche ni d’un côté 
ni d’autre de celle qu’elle rencontré , & pour lors on les 
appelle perpendiculaires : fecondement , en forte que 
l’une panche plus d'un côté que de l’autre de celle 
qu’elle rencontre , & alors on les appelle obliquer. 

Les lignes perpendiculaires & les obliques forment 
par leur rencontre des angles dont nous parlerons d’a- 
bord , après quoi nous traiterons des perpendiculaires 
& des obliques , & enfuite des parallèles. 

DES ANGLES. 

Kg 9. 36. Un angle eft l’ouverture de deux lignes qui fe 

rencontrent en un point qu’on appelle le fommet ou la 
pointe de l’angle : telle eft l’ouverture des deux lignes 
CA & CB. 

37. Les deux lignes qui par leur rencontre forment 
l’angle , s’appellent cotez, de l’angle : telles font les li- 
gnes CA & CB. 

Un angle peut fe marquer par une feule lettre qui 
eft au fommet j mais on le marque plus ordinairement 
par trois lettres , & pour lors on met toû jours celle qui 
défigne le fommet à la fécondé place ; ainfi pour délï- 
gner l’angle de la Figure 9 , on dita l’angle ACB ou 
l’angle BCA , en mettant à la fécondé place la lettre 
C qui eft au fommet : cela s’obferve , foit que l’on parle, 
foit que l’on écrive. Ce même anglé peut être défigné 
par la feule lettre C qui eft au fommet. 

On peut divifer l’angle en le confidérant par rap- 
port à fes cotez , ou par rapport à fa grandeur. L’angle 
confideré félon fes cotez fe divife en rellilighe , curvili- 
gne & mixùligne. . . _ - - • 
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58. L’angle re&iügne eft celui dont les deux cotez 
font des ignés droites. 

j cfi L’angle curviligne eft celui dont les deux cotez 
font des lignes courbes. 

40. L’angle mixtiiigne eft celui dont un des cotez eft 
une ligne droite , & l’autre une ligne courbe. 

Nous ne parlerons ici que des angles reftilignes , qui 
font les feuls dont la connoiftànce foit néceflaire dans 
les Elemens de Géométrie. 

41. Remarquez que la grandeur d’un angle ne dé- 
pend point de la longueur des cotez, mais feulement de 
l’ouverture ou de l’inclinaifon de ces cotez : c'eft pour- 
quoi l’angle aCI»eft égal à l'angle ACB , ou plutôt c’eft 
le même angle ; quoique les deux cotez Ca &c Cb foienc 
plus courts que les cotez CA & CB. 

41. Un angle , comme ACB , qui a Ion fommet au 
centre du cercle , a pour mefure l'arc AB compris en- 
tre fes cotez : car il eft évident que cet arc devient plus 
grand ou plus petit à proportion que l’ouverture des 
cotez eft plus grande ou plus petite. Or nous venons de 
dire que c’eft de la feule ouverture des cotez que dé- 
pend la grandeur de l’angle. 

Il eft indifférent que l’arc qui doit fervir. de mefure à 
un angle, foit décrit à une plus grande ou à une moin- 
dre diftance du fommet : car foit que la circonférence 
qui a pour centre le fommet de l’angle foit grande ou 
petite , l’arc compris entre les cotez de l’angle eft toû- 
jours de la même grandeur relative ; c’eft-à-dire , que 
cet arc contient le même nombre de degrez ; par exem- 
ple , l’arc ab contient autant de degrez que l’arc AB ; 
puifque II l’un eft la huitième partie de fa circonférence, 
il eft clair que l’autre eft aufli la huitième partie de la 
Tienne. 

4}. Ces arcs de différons cercles qui contiennent un 
«gai nombre de degrez , font appeliez proportitnnels ou 
fembUbles. 
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44. Il fuit de ce que nous venons de dire , que Ici 
angles font égaux , quand ils ont pour mefure des arcs 
égaux du même cercle , ou de cercles égaux , ou des 
arcs proportionnels de différens cercles. 

Si on confidere l’angle par rapport à fa grandeur , on 
en diftingue encore trois ibrtes , le droit , Y obtus & Y aigu. 

10. 45. L’angle droit eft celui qui a pour mefure un arc 
qui contient 90 degrez , ou le quart de la circonférence: 
tel eft; l’angle DCB. 

11. 4b. L’angle obtus eft celui qui a pour mefure un 
arc qui contient plus de 90 degrez : tel eft l’angle 
DCA. 


47. L’angle aigu eft celui qui a pour mefure moins 
de 90 degrez : tel eft l’angle DCB. 

L’angle obtus & l’angle aigu s’appellent l’un & l’au- 
re obliques : c’eft pourquoi on peut diviler l’angle en 
droit & oblique , & fubdivifer enfuite l'angle oblique 
en obtus & aigu. 

48. On peut conclurre des définitions precedentes 
que tous les angles droits font égaux , puifqu’ils ont 
tous pour mefure 90 degrez ; mais tous les angles ob- 
tus ne (ont pas égaux ; car , par exemple > un angle 
de 95 degrez, & un angle de ieo degrez font obtus, 
parce que l’un & l’autre a plus de 90 degre2. Or il eft 
vifible que ces deux angles ne font pas égaux : de mê- 
me tous les angles aigus ne font pas égaux : par exem- 
ple , deux angles aigus , dont l’un eft de 30 degrez & 
l’autre de jo , ne 'ont pas égaux. 

49. Remarquez qu’un angle obtus ne peur avoir 
1 80 degrez , ou la demi circonférence pour la mdure : 
car fi on vouloir , par exemple , augmenter l’angle 
DCA , enfime qu’il eut pour mefure la demi circonfé- 
rence, il faudroit appliquer le coré CD lur le ravon 
CB ; auquel cas il eft vilible qu’il n’y auroit plus d’an- 
gle , puifque les cotez AC & CD ne feroient plus que 
la ligne droite ACB. 
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A l’occafion des angles aigus & obtus , on diftingue 
des complémens 8 c des fupplémens d’angles ou d’arcs. 

50. Le complément d'un angle eft ce qu’il faut ajoû- pjg It; 
ter à cet angle , afin que la fomme foit égaie à un an- 
gle droit : par exemple , le complément de l’angle aigu 

ECB eft l’angle DCE , qui , avec le premier , fait l'angle 
droit DCB. L’angle ECB eft aufli complément de DCE. 

5 1 . Le fupplément d’un angle eft ce qu'il faut ajou- 
ter à cet angle , afin que la fomme foit égale à deux 
angles droits : par exemple , le fupplément de l’angle 
ECB eft l’angle ECA : de même l’angle ECB eft fupplé- 
ment de l’autre ECA. 

fi. On peut dire la même chofe des arcs ; ainfi l’arc 
DE eft le complément de l’arc EB , 8 c cet arc EB eft 
suffi complément du premier ; parce que la fomme de 
ces deux arcs eft égale à l'arc DEB , qui eft le quart de 
la circonférence : mais l’arc EDA eft le fupplément de 
l’arc EB, & l’arc EB eft le fupplément de l’arc EDA, 
parce que la fomme de ces deux arcs eft égale à la demi- 
circonférence. On confond affcz fouvent ces deux termes 
de complémens 8 c de fupplémens : nous nous en fervirons 
fuivant les notions que nous venons d’en donner. 

Il paroît par ces définitions que les angles & les 
arcs qui ont des complémens ou des fupplémens égaux, 
font égaux : & réciproquement lorfque les angles ou les 
arcs font égaux , les complémens ou les fupplémens font 
égaux: par exemple , fi les angles ECB 8 c ecb font égaux, ^ Ju 
leurs complémens ECD & ccd font égaux : il en eft de & ' I} . 
même des fupplémens. 

THEOREME I. 

I 

54. Une ligne droite tombant fur une autre, forme deux 
angles , qui pris enfemble font égaux à deux angles droits , 
c’eft- à-dire , qu'ils ont pour me fur e 180 degrez. , ou la 
demi-circonférence. On fuppofe dans ce Théorème que la 
première ligne ne tombe pas fur l’extrémité de l’autre. 
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Démonstration. 



Soit la ligne CD qui tombe fur la ligne AB ; je dis 
Fig. h. que les deux angles DCA & DCB qu’elle forme, ont 
pour mefure la demi-circonférence ; car H du point C 
comme centre , on décrit une circonférence , la ligne 
AB qui contient le centre en fera diamètre ; & par con- 
léquent elle coupera la circonférence en deux parties 
égales ; ainli la partie ADB eft la demi-circonférence. 
Or l’arc AD eft la mefure de l’Angle DCA (+z.), & l'arc 
DB , qui eft le refte de la demi circonférence , eft la 
mefure de l’angle DCB (41.) ; donc ces deux angles pris 
enfemble ont pour mefure la demi- circonférence : par 
conféquent ils valent deux angles droits. Ce qu’il falloit 
démontrer. 


Corollaire. 

5 j. Puifque les angles DCA & DCB pris enfemble 
valent deux angles droits , il s’enfuit que li l’un des deux 
eft droit , l'autre le fera auflî. 

56. Remarquez que fi la ligne qui tombe fur l’au- 
tre n’incline ni d’un côté ni d’autre , comme la ligne 
DC , Fig. 1 o. elle forme deux angles égaux entr’eux , 
dont chacun eft droit : mais fi la ligne panche plus 
d’un côté que de l’autre, comme la ligne DC , Fig 1 1. 
elle forme des angles inégaux , dont l'un eft aigu & l’au- 
tre obtus , & qui pris enfemble valent toujours deux 
angles droits , comme on vient de le prouver. 

j 7. On démontreroit comme dans le Theorême , 
que fi piufieurs lignes tombent fur un même point 
d'une autre ligne & du même côté ; tous les angles for- 
mez pris enfemble , font égaux à deux angles droits : 
Fig. 14. P ar exemple > les angles ACD , DCE , ECF & FCB * 
formez par les trois lignes DC , EC & FC qui tom- 
bent fur le point C de la ligne AB , ont pour melure 
la demi-circonférence qui a été décrite du point C 

comme 


Digltized by Google 



Livre premier. 17 

comme centre ; par confequent tous ces angles pris cn- 
fcmble valent deux angles droits. 

58 . Enfin on peut faire voir encore de la même ma- 
niéré que fi plufieurs lignes fc coupent au même point , 
tous les angles qu’elles forment pris enfemble , font 
égaux à quatre angles droits c’eft-à-dire , qu’ils ont 
pour mefure la circonférence entière. Cela paroît par Fig. ij. 
la figure 1 5 dans laquelle on a décrit une circonfé- 
rence qui a pour centre le point C où les lignes fe cou- 
pent , 8c qui eft la mefure de tous les angles formez 
par les lignes qui fè rencontrent. 

jp. Nous allons établir un Theorême qui fort à dé- 
montrer un grand nombre de propofitions ; c’cft fur les 
angles oppofez . au fommet. Les angles oppofez au fom- 
met, font ceux qui font formez par deux lignes qui le 
coupent; enforte que l’un de ces angles eft d’un côté Fig. i6 r 
du point d’interfeéfion , & l’autre eft du côté oppofé : 
tels font les angles BCE 8c ACD , ou les angles ACE 
& BCD ; on les appelle aulli angles oppofez. par la pointe. 

Il faut prendre garde que les angles BCE 8c ACE ne 
font pas oppofez , non plus que les angles ACD 8c 
BCD ; c’eft pourquoi il ne s'agit pas de ces angles com- 
parez de cette maniéré. 

THEOREME II. 

60 . Les angles oppofez. au fommet font égaux : BCE , 
par exemple , ejl égal à ACD. 

Démonstration. 

Du point d'interfeéfion des deux lignes qui forment 
ces angles foit décrire une circonférence , elle fera 
coupée en deux parties égales par les lignes AB 8c DE ; 
qui en font des diamètres ; donc l’arc AEB 8c l’arc 
DAE feront chacun une demi-circonférence ; & par 
confequent ils feront égaux ; fi donc on en retranche 
la partie commune AE , les peftes feront encore égaux. 

//. Partie . ‘ B 
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Or le refte de la première demi-circonférence eft EB , 
& le refte de la fécondé eft DA ; ainfi ces deux arcs EB 
& DA font égaux : mais ces arcs font les mefures des an- 
gles BCE & ACD f4i.) ; donc ces angles font égaux* 
Ce qu’il falloit démontrer. 

On peut démontrer de même que les deux autres an- 
gles ACE & BCD qui font auffi oppofez au fommet font 
égaux entre eux. 

Problème I. 

.17. 6 1 . Faire fur une ligne donnée comme AB, un angle 

égal à un autre angle tel que GE F. 

Du fommet de l’angle donné GEF décrivez un arc 
entre fes deux cotez ; enfuite de l’extrémité A de la li- 
gne donnée , & de la même ouverture-du compas , 
décrivez un arc indéfini tel que BD , fur lequel vous 
prendrez avec le compas la partie BC égale à l’arc FG : 
après quoi vous tirerez une ligne du point A au point 
C , -elle formera l’angle CAB égal à l’angle donné : ce 
qui eft évident , puifque ces angles ont pour mefure des 
arcs égaux. 

Problème II. 

18. 6 1. Couper un angle , comme A, en deux parties égales. 

Du point A comme centre &C d’un intervalle pris à 
diferetion, décrivez l’arc BC ; enfuite des deux points 
B & C pris pour centres , décrivez deux arcs de la mê- 
me ouverture du compas qui fe coupent en un point , 
comme D ; enfin tirez une ligne droite du point A au 
point D ; elle coupera l’angle BAC en deux parties 
égales ; car la ligne AD coupant l'arc BC en deux par- 
ties égales (31.) , il faut auffi qu'elle coupe en deux par- 
ties égales l'angle BAC donc l'arc BC eft la mefure. 

Nous parlerons dans la fuite de la mefure des an- 
gles qui n'ont pas leur lômmet au centre : mais on va 
voir lorfque nous traiterons des perpendiculaires , des 
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obliques j & fur-tout des parallèles, qu'il étoit néceflàire 
d'expofer les proportions précédentes touchant les an- 
gles avant de parler de ces lignes. 

DES LIGNES P E R P E N D I C U L Al R E S 
& des Obliques. 


65. Une ligne droite eft perpendiculaire à l’égartj 
d’une autre ligne droite lorfqu’elle tombe fur cette fé- 
condé fans pancher ni d'un côté ni de l’autre ; telle eft 
la ligne AC. Il ne faut pas confondre la ligne droite 
avec la perpendiculaire , puifqu’une oblique eft droite 
aufli-bien qu’une perpendiculaire. 

6 4. Une ligne eft oblique fur une autre lorfqu’elle 
panche plus d’un côté que de l’autre : telle eft la li- 
gne FK. 

<5 5. Puifque la ligne perpendiculaire ne panche ni 
d’un côté ni de l’autre , il s’enfuit félon ce que nous 
avons dit (56.) qu’elle forme deux angles égaux & 
droits ; au contraire la ligne oblique étant plus inclinée 
d’un côté que de l'autre , elle forme deux angles iné- 
gaux qui font fuplémens l’un de l’autre. 

66. On peut dire aufli réciproquement que fi une 
ligne tombant fur une autre forme des angles droits , 
& par conféquent égaux , elle eft ncceftàirement per- 
pendiculaire fur cette féconde : car faifant des angles 
égaux , elle n’incline ni d’un côté ni de l’autre ; ainfi 
elle eft perpendiculaire fuivant la notion que nous ve- 
nons de donner de cette ligne ; & fi la ligne qui tombe 
fur une autre, forme des angles inégaux, elle eft oblique 
fur la fécondé , parce que pour lors elle incline plus 
d’un côté que de l’autre. 

67. Remarquez qu'une ligne ne peut être perpen- 
diculaire à une autre , que cette féconde ne foit 

auffi perpendiculaire à la première. Car fi on prolonge 
la perpendiculaire comme dans la Fig. 1 9 , la perpen- 
diculaire prolongée ACE faifant des angles droits fur 

B ij 
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Fig. 
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ia ligne BD , cette fécondé ligne fait auffi nécelïairc- 
ment des angles droits fur la première ACE ; & par 
conféquent elle lui eft perpendiculaire. De même lorf. 
qu’une ligne eft oblique à une autre , cette feaconde eft 
aufli oblique à la première , ce qui paroîtra évidem- 
ment, fi on prolonge la première au-delà du point de 
rencontre. 

68. Une ligne étant perpendiculaire à une autre , fi 
un des points de la première eft également éloigné de 

Fig. xi. deux points de la fécondé, tous les autres points de 
la perpendiculaire font également éloignez de ces deux 
points : par exemple , la ligne AC étant penpendiculaire 
fur BD , fi le point A eft également éloigné de B & de 
D , tous les autres points de la ligne AC font aufti éga- 
lement éloignez de B & de D : car fi le point E , ou tout 
autre point de la perpendiculaire n'étoit pas également 
éloigné de B&deD, il eft évident que la ligne AC 
feroit plus inclinée d'un côté que de l’autre ; par con- 
féquent elle ne feroit plus perpendiculaire fur BD ; ce 
qui eft contre la fuppofition. Si au lieu du point A on 
avoir fuppofé le point C également éloigné de B & de D, 

• on auroit prouvé de la même maniéré que le point A 
ou le point E eft également éloigné des deux points 
B & D. Il en eft de même de tous les autres points de la 
perpendiculaire. 

69. Il fuit de là que fi une ligne comme AC , eft 
perpendiculaire à une autre telle que BD , & qu’un de 
dès points /oit également éloigné des deux points B & D 
de cette autre ligne , la perpendiculaire prolongée parte 

• par tous les points également éloignez de B tk de D : 
car on vient de faire voir que pour lors tous les autres 
points de la perpendiculaire font à égale diftance de B 
& de D. Or cela pofé , il faut qu’elle parte par tous les 
points également éloignez de B & de D (10.) 

70. Mais fi une ligne comme AC, n’étoic pas fuppofée 
perpendiculaire fur une autre , pour démontrer qu'elle 


i 

1 

1 

j 


Digitized by Goo 


^oojje 


Livre premier. zi 

eft cfFeéHvcment perpendiculaire , il ne fuffiroit pas de 
faire voir qu'un de fes poinrs , comme A , eft égale- 
ment éloigné des deux points B & D de la fécondé li- 
gne BD ; il faudroic démontrer que deux points , com- 
me A & E , de la ligne AC font chacun également éloi- 
gnez des deux points B & D , auquel cas la ligne AC 
feroit certainement perpendiculaire fur la ligne BD, 
puifqu'ayant deux de fes points également éloignez de 
B & de D , tous les autres points {croient également 
diftans des mêmes points B & D , ôc ainfi elle n'incli- 
neroit ni d'un côté ni de l’autre ; par conféquent elle 
feroit perpendiculaire. 

THEOREME I. 

7 1 . On ne peut tirer qu'une feule perpendiculaire d’un 
même point fur une ligne donnée , comme AB. 

Démonstration. 

Le point duquel on tire la perpendiculaire eft ou Fig. n. 
hors de la ligne ou dans la ligne même. Or dans l'un 
& dans l'autre cas , on ne peut tirer qu'une feule per- 
pendiculaire d'un point fur une même ligne. 

Rremier Cas. Soit , par exemple , le point C hors 
de la ligne AB , je dis que de ce point on ne peut ab- 
baiflcr que la feule perpendiculaire CD : pour le dé- 
montrer je prends dans la ligne AB deux points , com- 
me A tk B , dont le point C foit également diftant : 
cela pofé , je raifonne ainfi : la ligne CD étant per- 
pendiculaire fur AB , ôc fon point C étant également 
éloigné de A & de B , tous les autres points de la per- 
pendiculaire CD doivent être auftï également éloignez 
de A & de B (68.) ; donc le point D eft également éloi- 
gné de A & de B. Or de là il s'enfuit que nulle autre li- 
gne , telle que CF , tirée du point C ne peut être perpen- 
diculaire fur AB : car Ci CF étoit pérpendiculaire fur 
AB , fon point C étant également diftant de A ôc de B , 

B iij 
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tout autre point de la ligne CF feroit également diftant 1 
de A & de B (68.) Or le point F n'eft point également 
diftant de ces deux points , parce que le point D étant 
également éloigné de A 8 c de B , il faut que le point F 
qui eft entre D & B , foit plus près de B que de A ; 
donc la ligne CF n'eft pas perpendiculaire fur AB. Il en 
cft de même de toute autre ligne tirée du point C. 

Second Cas. Si l’on prend le point D dans la ligne 
AB , je démontre de même que de ce point on ne peut 
élever que la feule perpendiculaire CD fur AB : car Ci 
du point D , qui eft également éloigné de A & de B , 
on élevoit une autre ligne que DC , elle feroit à droite 
ou à gauche de la perpendiculaire DC ; ainfi cette per- 
pendiculaire DC paftànt par tous les points également 
diftans de A & de B (69.) , les points de cette autre li- 
gne tirée du point D 11e pourroient être à égale dif- 
tance de ces deux points A & B ; par conféquent 
cette autre ligne ne pourroit être perpendiculaire fur 
... AB (68.) 

Cor ollai re. 

71. Deux lignes qui font chacune perpendiculaires 1 
à une troifiéme , ne peuvent jamais fe rencontrer , 
quoique prolongées à l’infini : car fi ces deux lignes le 
rencontroient , il y auroit deux perpendiculaires tirées 
du même point; fçavoir, du point de rencontre, tur 
la troificme ligne : ce qui vient d’être démontré im- 
poftlble. 

THEOREME II. 

73 .La perpendiculaire eft plus courte que l’oblique tirée 
du même point fur la même ligne. 

Démonstration. 

Fig.i*.' Soit la ligne CD perpendiculaire fur AB, & la ligne 
CF tirée du même point fur la ligne AB. Je dis que CD 
eft plus courte que CF : pour le démontrer il faut pro- 
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Jônger CD jufqu’au point H ; en forte que HD foie 
égale à CD , &c tirer l’Oblique HF qui eft néccllâire- 
ment égale à l’autre oblique CF ; car la ligne CH étant 
perpendiculaire fur AB , cette ligne AB eft auflt per- 
pendiculaire fur CH (6 7.) Or Ion point D eft égale- 
ment diftant des deux points C & H , puifque HD eft 
égale à CD : par conféquent tout autre point , comme 
F , de la perpendiculaire AB ( 68 .) eft également diftanc 
de C & de H ; donc HF eft égale à CF. Cela pofé , je 
raifonne ainfi : la ligne droite CDH eft plus courte que 
CFH (5.) ; donc la moitié de CDH eft plus courte que 
la moitié de CFH. Or la moitié de CDH eft CD & la 
moitié de CFH eft CF ; donc la perpendiculaire CD 
eft plus courte que l’oblique CF. Ce qu'il falloit dé- 
montrer. 

Corollaire. 

74. Puifque la perpendiculaire eft la plus courte li- 
gne que l’on puilfe tirer d'un point fur une ligne ; il 
s’enfuit que la perpendiculaire eft la mefure de la dis- 
tance d’un point à une ligne : par exemple , la perpen- 
diculaire CD eft la mefure de la diftance du point C à 
la ligne AB. 

* * t . y 

THEOREME III. 

7jT. De toutes Us obliques tirées du meme point fur une 
ligne , la plus éloignée de la perpendiculaire eft la plus 
longue ; & celles qui font également éloignées fot égales. 

Démonstration. 

• Du pointC foient tirées fur la ligne AB les obli- 
ques CF & CG du même côté de la perpendiculaire , 

& de .l’autre côté l’oblique CE autant éloignée de la 0 
perpendiculaire que CF. i°. L’oblique CG eft plus 
longue que l’oblique CF. Pour le démontrer il faut 
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prolonger la perpendiculaire CD jufqu’au point H , en 
forte que HD foit égal à CD , & du point H tirer les 
lignes HF & HG : il cft facile de faire voir comme dâijs 
le Theorême precedent , que ces deux lignes (ont éga- 
les aux obliques CF & CG ; ainfi CF eft la moitié de 
CFH , & CG eft la moitié de CGH. Or il eft évident que 
CGH eft plus longue que CFH , parce qu’elle fe dé- 
tourne davantage de la voie la plus courte , qui eft 
CDH (y.) : donc l’oblique CG eft auflî plus longue que 
l’oblique CF. 

2 0 . Les obliques également éloignées CF & CE font 
égales : car ayant tiré la ligne HE , il eft évident que les 
deux lignes CFH &c CEH font égales , paifqu’clles s’é- 
cartent également de la ligne droite CDH - y par confé- 
qucnt leurs moitiés CF & CE font aufti égales. Ce qu'il 

falloit démontrer. 

<0 " 

Corollaire. 

i '. \ . .1 • . 

. 7 6. D’un même point, comme C, on ne peut tirer 

que deux lignes égales fur une autre ligne , telle que 
ÂByÇar il eft clair qu’on ne peut tirer que deux obli- 
.ques également éloignées de la perpendiculaire, fça* 
voir , une de chaque côté. 

77. On a fuppofé dans le Theorême précèdent que 
les lignes obliques ont été tirées du même point ou de 
l'extrémité de la même perpendiculaire : mais il eft évi- 
. , dent que fi les obliques étoient tirées de l’extrémité de 
perpendiculaires égales , ce feroic la même chofe : par 
*g.tj. exemple , les trois perpendiculaires AB , DE , GH , 
& 14 ‘ étant égales, l’oblique GL qui eft pl,us éloignée de fa 
perpendiculaire que i’oblique DF ne l’eft de lalîenne, 
eft plus longue que cette autre oblique-, &: les deux 
, . ôbliques AC &.DF , que l’on fuppofe également éloi- 

gnées de leurs perpendiculaires , font égales. Si on en 
vouloir avoir une démonftration fenfible, il n’y auroit 
qu’à concevoir que les perpendiculaires égales telles 
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que DE & GH font appliquées l'une fur l’autre , en 
forte qu'elles ne loient plus qu'une même ligne ; 8 c 
pour lors les deux obliques GL & DF feroient tirées 
du même point , & la première fêroit plus éloignée de 
la perpendiculaire , que la fécondé , ce qui reviendroic 
au même cas que dans le Théorème précèdent. Pareil- 
lement en concevant les perpendiculaires égales AB 
& DE appliquées l’une fur l’autre , il paroîtra , comme 
dans le Théorème , que les obliques AC & DF font 
égales. 

78. La ligne HL comprife entre l'oblique GL & la 
perpendiculaire GH , laquelle mefure la diftance de 
l'extrémité de l'oblique à la perpendiculaire , eft ap- 
peliée Eloigement de perpendicule. De même BC eft 
l'éloignement de perjjendicule par rapport à l’oblique 
AC de à la perpendiculaire AB. 

THEOREME IV. 

79. De ces trois chofes , fçavoir , la Perpendiculaire , 
W'lique & /' Eloignement de perpendicule , fi deux d'u^e 
part font -égales aux deux correfptmdantes d’une autre part, 
la troifiéme d’un coté efi égale à la troifiéme de l’autre. 

De monstration. 

, e - - - • 

i°. Si la perpendiculaire AB & l'éloignement de Fig. 13 
perpendicule BC font égaux à la perpendiculaire DE 
& à l’éloignement de perpendicule EF , l’oblique AC 
eft égale à l’oblique DF : c’eft ce que nous avons dé- 
montré (77.) , en faifant voir que les obliques qui (ont 
tirées des extrêmitez de perpendiculaires égales , & qui 
en font également éloignées, font égales. ~ 

i°. Si la perpendiculaire AB & l'oblique AC font 
égales à la perpendiculaire DE & à l'oblique DF , les 
éloignemensde perpendicule BC & EF font égaux : car 
fi un des éloignemensde perpendicule, par exemple 
BC, étoitplus grand que l’aqtre , l’oblique AC feroic 
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auflS plus grande ique l’oblique DF , puifqu’elle {croit 
plus éloignée de la perpendiculaire : ainfi les obliques 
ayant été fuppofées égales , il faut auffi que les éloigne- 
jnens de perpendiculc foiertt égaux. 

}°. Si l’éloignement de perpendicule & l’oblique 
d’uqe part (ont égaux à l’éloignement de perpendicule 
& à l’oblique d’une autre part , les perpendiculaires 
font égales : car les éloignemens de perpendicule peu- 
vent être conliderez comme des perpendiculaires, & 
les perpendiculaires comme des éloignemens de pcr- 
pendicule : par exemple , BC peut être regardé comme 
la perpendiculaire , & AB comme l’éloignement de per- 
pendicule , en concevant que l’oblique AC eft tirée 
du point C , extrémité de la perpendiculaire au point 
A : par conféquent ce troiliénje cas fe rapporte au 
fécond. , . 

Fig- it* 8 o. De ce que nous avons dit fur les perpendiculai- 
res , il fuit qu’il y a trois marques pour connoître fî une 
ligne comme CD , eft perpendiculaire à une autre , 
telle que AB ; la première , lorfqu’elle forme deux an- 
gles droits , & par conféquent égaux fur l’autre ligne 
( 66 .) ; la féconde , quand elle a deux de fes points éga- 
lement éloignez chacun de deux points de la féconde 
ligne (70) ; & la troifiéme , quand elle eft la plus courte 

. . . que l'on puitfè tirer du point C fur la ligne AB. Les 

deux premières marques font évidentes par la définition 
même de la perpendiculaire , & la troifiéme eft fondée 
fur le fécond Théorème. 



PROBLE M. 


E. 


81. D'un point donné , comme C , tirer une perpendi- 
culaire fitrune ligne. ‘ 

. Le poirit C peut être hors de la ligne , ou -dans la 
ligne même tc’eft pourquoi ce Problème a deux cas. r 
Fig. 1 j. t 8 . Si le point C eft hors de la ligne , de ce point C 
■comme centré , décrivez un arc qiü coupe la lignç en 
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deux points, tels queE&F;enfuitedu point E& du point 
F , décrivez deux arcs de cercle de la même ouverture 
du compas , qui fe coupent en un point D ; enfin tirez 
une ligne droite qui patte par le point donné C , & par 
le point d’interfeéiion des deux arcs , elle fera perpen- 
diculaire à la ligne donnée AB. 

z°. Si le point C eft dans la ligne même, de ceFig.itf. 
point comme centre, décrivez une demi-circonférence 
qui coupe la ligne AB en deux points , defquels pris 
pour centres il faut décrire des arcs de la même ouver- 
ture du compas , & faire le refte comme dans le pre- 
mier cas. 

Si dans le tecond cas le point C , duquel il faut tirer pjg t j t 
une perpendiculaire , étoit à l’extremité de la ligne don- 
née ; pour lors il faudroit prolonger cette ligne au-de- ^ 
là du point C , & décrire de ce point comme centre 
une demi circonférenoe qui coupât la ligne prolon- 
gée ; & le refte comme ci-deftus. 

Il eft indiffèrent que l'on tire les deux arcs au-deflus 
ou au-defîôus de la ligne donnée , pourvu qu'ils ne fe 
coupent pas au point donné C j ce qui pourroit arriver 
lorfque ce point eft hors de la ligne. 

Il eft évident qu'en obtervant cette méthode , la li- 
gne tirée eft perpendiculaire à la ligne donnée , puifque 
deux de fes points , fçavoir le point donné & 1e point 
d'interfeéfcion des deux arcs , font egalement diftans 
des deux points E & F de la ligne donnée. 

DES LIGNES PARALLELES. 

8 z . Les lignes Parallèles font celles qui font par tout 
également éloignées l’une de l'autre , ou ce qui eft la 
même chote , qui font tellement difpofées que tous les 
points de l'une font également éloignez de l’autre : telles 
font les lignes CD & AB. De cette notion des pavalle- Fig.iSj 
les on peut conclurre plufieurs proportions qui en font 
des fuites évidentes. 
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8 j. i °. Les parallèles prolongées à l'infini 
vent jamais Ce rencontrer , puifqu’elles font par-tout 
également éloignées l’une de l’autre. 

84. i°. Deux lignes AB & CD étant parallèles, fi 
une troifiéme , comme XY , eft parallèle à une des deux , 
elle fera auffi parallèle à l’autre ; car cette troifiéme ligne 
ne peut être par tout également éloignée de l’une des 
deux parallèles , qu’elle ne foit auffi par tout à même 
diftance de l’autre. Cela eft vrai, lorfque XY eft en- 
tre les deux lignes AB & CD , & quand elle eft hors de 
ces deux lignes. 

8 j. 3 °. Les lignes , comme CA & DB , tirées d’une 
parallèle perpendiculairement fur l’autre , font égalés , 
puifque ces perpendiculaires mefurent la diftance d’une 
parallèle à l’autre , laquelle eft par tout égale. 

Fig. 1$. 86. 4 0 . Les obliques , comme EG & HL , également 

inclinées entre parallèles , font égales entre elles : car fi 
on tire les perpendiculaires EF & HK , elles feront éga- 
les : d’ailleurs les obliques étant fuppofées également 
inclinées , les éloignemens de perpendicule FG & KL 
font égaux ; par conféquent les obliques elles-mêmes fe- 
ront égales (79). 

Fig- jo* 87. 5 °. Si plufieurs lignes parallèles également diftan- 
tes font coupées par une ligne , telle que AE , les par- 
ties de cette ligne comprifes entre ces parallèles -, içavoir, 
AB , BC , CD , DE , font égales entre elles. Cela paroît 
parce que ces différentes parties font autant de lignes 
égalément inclinées entre des efpaces parallèles égaux ; 
ce qui eft la même chofe que fi elles étoient également 
inclinées dans le même efpace parallèle : auquel cas elles 
feroient égales. 

Fig- î 1 * 88. Deux lignes parallèles , comme IL & MN , cou- 

pées par une troifiéme ligne EF font également incli- 
nées vers le même point E fur cette troifiéme ; car fî les 
deux parallèles IL & MN n’étoient pas également in- 
clinées fur EF vers le point E , enforte que la parallèle 
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inférieure fut plus inclinée vers ce point que l’autre 
parallèle , ces deux lignes s’approcheroient l’une de 
l'autre ; & par conféquent elles ne fcroient pas paral- 
lèles ; ce qui effc contre l’hypothefe. 

Nous appellerons Sécante la ligne qui coupe les 
parallèles, 

89. La fecante forme avec les parallèles plufieurs an- 
gles qu’il faut remarquer : les uns font entre les parallè- 
les ; on les nomme Intérieurs ou internes : tels font les 
angles A , B , C , D : les autres font hors des parallè- 
les , on les nomme Extérieurs ou externes ; tels font les 
angles G & H au-deiïus , & O & P au-defious. En com- 
parant les angles foit internes 5 foit externes deux à deux, 
il y en a qu’on appelle ^Alternes ; ce font ceux dont l'un 
eft dans la partie fupérieure , & l’autre dans la partie 
inférieure , l'un à droite & l’autre à gauche de la fé- 
cante : par exemple , les angles A & D font alternes in- 
ternes , aullt-bien que les deux autres B & C, Pareille- 
ment les deux angles H & O font alternes externes , de 
même que les deux autres G & P. 

90. Deux angles formez par des parallèles , comme 
H & D , dont l’un eit extérieur & l'autre intérieur du 
même côté de la fécante , font égaux : car la grandeur 
des angles dépend de l’inclinaifon des lignes. Or les 
deux parallèles font également inclinées fur la fécante 
EF (88.) ; par conféquent les angles H & D que les pa- 
rallèles forment fur EF font égaux. Par la même raifém 
l’angle extérieur P & l’angle intérieur B , qui font au- 
deflous des parallèles du même côté de la fécante , (ont 
auflî égaux.» On peut faire voir de la même maniéré 
que les angles G & C de l'autre côté de la fécante fon 
égaux entre eux ; comme aufïi les angles O & A : c’eft 
fur cette proportion qu’eft fondée la démonftration du 
Théorème fuivanr. « 

Ces angles , dont l'un cft extérieur , & l’autre in- 
térieur du même côté de la fécante , nous les nomme- 
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rons correfpondans , parce qu’ils font fituez de la même 
maniéré par rapport aux deux parallèles. 

Theoreme I. 

91 .Si deux lignes font parallèles. 1 Les angles alter- 
nes internes font égaux. i°. Les angles alternes externes 
font égaux, j 0 . Les deux angles intérieurs du meme côté 
de lafécantepris enfemble valent deux angles droits. 4 0 . 
Les deux angles extérieurs du même côté de la fécante 
pris enfemble valent auffi deux angles droits. 

Démonstration. 

Soient les deux parallèles IL & MN , il faut prou- 
ver en premier lieu que les angles alternes A & D font 
égaux. L’angle A eft égal à l’angle H , parce qu’ils 
font oppofez au fommet : l’angle D eft auffi égal à 
l’angle H , comme on vient de le faire voir ; par con- 
féquent les angles A & D font égaux. On prouveroit 
de même que les deux autres angles alternes internes 
B & G font égaux , à caufe que chacun des deux eft 
égal à l’angle G. 

2 0 . Les angles alternes externes G & P font égaux: 
car l’angle G eft égal à l’angle B, parce qu'ils font op- 
pofez au fommet. D’ailleurs l’angle P eft auffi égal à l’an- 
gle B , puifqu’ils font correfpondans : donc les deux an- 
gles G & P font égaux. On prouveroit de même que les 
deux angles alternes externes H & O font égaux , parce 
que chacun d'eux eft égal à l’angle A. 

3 0 . Les deux angles intérieurs B & D du même côté 
de la fécante valent enfemble deux angles droits : car les 
deux angles H & B pris enfemble valent 1 deux droits 
(54.) : donc fi à la place de l’angle H on prend l'angle 
D qui lui eft égal , la fomme des angles B & D vau- 
dra auffi deux angles droits. On prouveroit de même 
que les deux angles intérieurs A ée C valent enfemble 
■deux angles droits , parce que les deux angles G & A 
valent deux droits. 
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4°. Les deux angles extérieurs H & P du même côté 
de la fécante valent enfemble deux angles d.oits : car 
les deux angles D & P pris enfemble valent deux an- 
gles droits (54) : donc fi à la place de l’angle intérieur 
D on prend l’angle extérieur H qui lui eft égal , la fom- 
me des angles H & P vaudra aufïï deux angles droits. 

On peut prouver de même que les deux angles ex té-, 
rieurs G & O valent enfemble deux angles droits, parce 
que les deux angles C & O valent deux droits. 

Corollaire. 

91. Les lignes IL & MN étant fuppofées parallèles , jjg. j*. 
fi la ligne EF eft perpendiculaire fur une parallèle MN , 
elle eft aulfi perpendiculaire à l’autre : car la fécante EF 
étant perpendiculaire fur MN , l’angle EFN eft droit ; 
par conféquent l’angle alterne FEI eft auffi droit : d’où ' 
il fuit que la ligne EF eft perpendiculaire fur IL. 

93. On a fait voir que fi deux lignes comme IL & Fig. ji; 
MN, font parallèles, les angles correfpondans H & D, 
formez fur ces parallèles du même côté de la fécante, 
font égaux. Mais on peut dire réciproquement que fi 
les deux angles H & D font égaux , les deux lignes IL 
& MN font parallèles. Car fi les angles font égaux , 
il faut que ces deux lignes frient également inclinées 
vers le même point E fur la fécante EF. Or les deux 
lignes IL & MN ne peuvent être également inclinées 
vers le même point E fur la fécante EF , fans çrre pa- 
rallèles , c’efl-à-dire, également diffames l’une de 
l’autre dans toute leur longueur ; car il eft évident 
qu'une de ces lignes , par exemple MN , ne peuf s’ap- 
procher ou s’éloigner de IL par une de fes extrêmi- 
tez , à moins qu’elle ne foit plus ou moins inclinée fur 
la fécante que l’autre ligne IL. Par la même raifon fi 
l’angle extérieur P & l’angle intérieur B font égaux , les 
lignes IL & MN font parallèles. On peut faire voir de 
U môme maniéré que fi les deux angles G &C font 
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égaux entre eux ou les deux autres O & A , les lignai 
IL ôc MN -font parallèles. 

94. Nous avons dit que les deux lignes IL & MN 
ne peuvent être également inclinées & vers le même 
point E fur une troifiéme EF fans être parallèles : mais 
deux lignes peuvent être également inclinées vers diffé- 
rens points fur une troifiéme , fans que ces deux lignes 
foient parallèles. Cela paroît par la Fig. 3 3 , dans la- 
quelle les deux lignes IL & MN peuvent être égale- 
ment inclinées fur EF , quoiqu'elles ne foient pas paral- 
lèles , l’une étant inclinée vers E & l’autre vers F. 


THEOREME II. 

93 . Deux lignes font parallèles , 1 0 . Si les angles al- 
ternes internes font égaux. t°. Si les angles alternes exter- 
nes font égaux. 3 ° .Si 1 rs deux intérieurs du même côté de 
la fée ante valent enfenible deux angles droits. 4 0 . Si les 
deux extérieurs du même côté de lajécante valent enfem- 
ble d ux angles droits. Ce Théorème eft la propolition 
inverfe ou réciproque du premier. 

D EMONSTRATI ON. 


Fig. 31. Soient les deux lignes IL & MN coupées parla fë- 
cante EF. Il faut prouver en premier lieu , que fi les 
angles alternes internes A & D font égaux , ces lignes 
font parallèles. L’angle H^eft toujours égal à l’angle A , 
à caufe qu’ils font oppofez au fommet : donc fi les an- 
gles A & D font égaux entre eux , les deux angles cor- 
relpond^ns H & D font auffi égaux ; &c par confoquent 
les lignes IL ôc MN font parallèles (93.) On peut 
prouver la même chofo par rapport aux autres angles 
alternes internes B ôc C , qui ne peuvent être égaux , à 
moins que l’angle extérieur G ne foit égal à l’angle in- 
térieur C. . 

2 0 . Si les angles alternes externes G & P font égaux , 
les lignes IL ôc MN font parallèles : car l'angle B eft 
néceflairement égal à l’angle G : donc fi les deux an- 
gles G Sc P font égaux , les deux angles correfpondans 

B & P 
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B &P fontaufli égaux; 8c par conféquent les lignes 
IL & MN font parallèles. (9}.) On peut prouver la 
même chofe par rapport aux deux angles alternes ex- 
ternes H & O qui 11e peuvent être égaux , à moins que 
l'angle intérieur A ne Toit égal à l'angle extérieur O. 

3°. Si les angles intérieurs B 8c D du même côté de 
la fécante valent enfemble deux angles droits, les lignes 
IL & MN font parallèles : car les angles H & B pris 
ensemble valent deux droits : (5 4.) par conféquent fi les 
angles B &c D valent aulïi* deux droits , il faut que les 
angles correfpondans H & D foient égaux entre eux : 
ainii les lignes IL &c MN font parallèles. On peut prou- 
ver la même chofe par rapport aux deux autres angles 
intérieurs A & C , qui ne peuvent valoir deux droits , 
à moins que l’angle extérieur G ne foie égal à l'angle 
intérieur C. 

4°. Si les deux angles extérieurs H & P du même 
côté de le fécante valent enfemble deux angles droits ; 
les lignes IL 8c MN font parallèles : car les deux angles 
D & P valent deux droits , (34.) donc lî les angles H &: 

P valent auffi deux droits , il faut que l’angle extérieur 
H foie égal à l’intérieur D ; par conféquent les deux li- 
gnes IL 8c MN font parallèles. On peut prouver la 
même chofe par rapport aux deux angles externes G 8c 
O , qui ne peuvent valoir deux angles droits , à moins 
que l'angle extérieur G ne foit égal à l'intérieur C du 
même côté de la fécante. 

On voit que la démonftration des quatre cas de ce 
Théorème ne conlîfte qu'à prouver que dans l'hypo- 
thefe de chacun de ces cas , les angles correfpondans 
font égaux ; 8c cela fuffit : car quand les angles cor- 
refpondans font égaux , les lignes font néceifairement 
parallèles. 

Corollaire. 

96. Si la ligne EF eft perpendiculaire aux deux au- Fig. 31. 

II. Partie . C 
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très IL & MN > ces deux lignes font parallèles : car Et 
étant perpendiculaire fur IL & fur MN , les angles al- 
ternes internes EFN & FEI font chacun droics , & par 
conféquent égaux ; donc les lignes IL & MN font pa- 
rallèles. 

. La ligne EF ne peut pas être parpendiculaire fut IL 
& fur MN j que ces deux lignes ne loient perpendicu- 
laires fur EF 5 on peut donc dire en général que fi deux 
lignes font perpendiculaires fur une troifiéme , elles 
font parallèles entre elles. Cette propofition n’eft pas 
différente du Corollaire précédent. 



Theorême III. 

ïig- 34* 97 * Si deux lignes parallèles , telles cjiie CD & AB font 

çomprifes entre deux autres lignes parallèles > comme AC 
dr BD , les deux premières font égales , & les deux autres 
çomprifes entre les premières font auffi égales entre elles : 
& de plus les angles oppofez. , comme A & D,fopt égaux . 

Démonstration. 

I. Partie. Les deux lignes CD & AB font égales: 
car les lignes également inclinées entre parallèles font 
égales. (8t>.) Or les lignes CD & AB font entre les pa- 
rallèles AC & BD ; & d'ailleurs elles font également in- 
clinées entre ces parallèles , (88.) puifqu’elles fonc pa- 
rallèles elles-mêmes ; par conféquent elles font égales. 
On démontrera de la même maniéré que les deux pa- 
rallèles AC & BD font égales. 

II. Partie. Les angles oppofez, comme A& D, 
font égaux entre eux : car l’angle A joint à l'angle B 
vaut deux angles droits j (91.) parce que ce font deux 
angles intérieurs du même côté de lavféçante AB , entre 
les parallèles AC & BD. Pareillement l’angle D joint à 
l’angle B, vaut auffi deux angles droits , à caufe des 
deux autres parallèles CD & AB ; (9 1 .) par conféquent 
les deux angles oppofez A & D fonc égaux entre eux. 
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On démontrera de la même maniéré que les deux an- 
gles oppofèz B Sc C font égaux , en les joignant cha- 
cun avec l’angle A ou D. 

98. De ce que nous avons dit , on peut conclurre 
qu’il y a plufieurs marques pour connoître fi deux lignes 
font parallèles. 

1 °. Si deux perpendiculaires comprifes entre ces deux 
lignes font égales ; car dans ce cas il y aura deux points 
d’une ligne qui feront également éloignez de l’autre li- 
gne ; par conféquent tous les autres points de la pre- 
mière feront également diftans de la fécondé ainfi ces 
deux lignes feront parallèles. 

Si une même ligne eft perpendiculaire à l'une Sc 
à l’autre. (96.) 

3 °. Si les angles , tels que H & D formez fur l’une Fig. jr» 
& l’autre ligne du même côté (95.) par une troifiénae , 
font égaux. 

4°. Si les angles foit alternes internes , foie alternes 
externes , font égaux. (95) 

j°. Si les angles , foit intérieurs , foie extérieurs du 
même côté de la fécante pris enfemble , font égaux à 
deux droits. (9;.) 

PROBLEME. 

99. Par un point donné C, tirer une parallèle à une Fig. 35. 
ligne donnée telle que AB. 

Du point C Sc d'un intervalle pris à diferétion , tirez 
l'arc indéfini BD : enfuite du point B & de la même ou- 
verture du compas décrivez l’autre arc AC , Si prenez 
avec le compas fur le premier arc qui eft indéfini , une 
partie BD égale à AC : enfin tirez une ligne droite qui 
parte par les deux points C & D relie fera parallèle à AB. 

Cela *ffc évident ; car ayant tiré la ligne CB , il paroît 
que les angles alternes ABC & BCD font égaux , puif- 
qu’ils ont pour mefures les arcs égaux AC Sc BD : Sc par 
conféquent les deux lignes AB & CD font parallèles. (9;.) 

Cîj 
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Nous avons confidéré jufqu’ici les lignes droites , 
ou en elles-mêmes , ou les unes par rapport aux autres, 
foie qu'elles fe rencontrent , foit qu’elles ne fe rencon- 
trent jamais. Nous allons les confidérer dans la fuite 
en tant qu’elles ont rapport à la circonférence d’un 
cercle. 

DES LIGNES DROITES , 
confédérées par rapport au Cercle. 

Les lignes droites qui ont rapport au cercle , font ti- 
rées ou d’un point hors du cercle & de la circonférence, 
ou d’un point en dedans du cercle , ou d’un point de la 
circonférence même. 

100. Dans le premier cas , lorfqu’une ligne eft tirée 
d’un point hors dir cercle , fi elle coupe la circonféren- 
ce , elle eft appellée fée an te extérieure : mais fi elle tou- 
che la circonférence fans la couper , quoiqu’elle foit 
prolongée , on l'appelle tangente. 

37. Les lignes AB & AD de la Figure 37 font des fe- 
cantes extérieures : & la ligne ABD , Figure 43 , eft une 
tangente. 

101. Dans le fécond cas , lorfque la ligne droite eft 
tirée d’un point en dedans du cercle , elle eft appellée 
fêtante intérieure ; telles font les lignes AB & AD de la 
Figure 39 : mais fi la ligne eft tirée du centre même 
julqu’à la circonférence , elle prend le nom de rayon , 
comme nous avons dit. 

102. Dans le troifiéme cas , c’eft-à-dire , lorfque la 
ligne droite eft tirée d’un point de la circonférence , & 
qu’elle eft aufïi terminée par la circonférence , on la 
nomme corde ; & fi la corde paflè par le centre , elle 
prend le nom de diamètre : c'eft ce que nous avons 
déjà dit. 

Il eft à propos d’obferver ici que tout arc eft concave 
d’un côté ; fçavoir vers le centre , & convexe de l’autre: 
c’eft pourquoi fi on prend un point hors du cercle , if 
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eft vifiblc que la partie de circonférence la plus proche 
de ce point eft convexe à Ton égard , & que la plus éloi- 
gnée eft concave : par exemple, dans la Figure 37 
l’arc FH eft convexe par rapport au point A , & l’arc 
BE eft concave. 

THEOREME I. 

103. Une ligne qui coupe une corde peut avoir trois 
conditions : i°. Pajfcr par le centre 1°, Couper la corde 
en deux parties égales : 3 °. Etre perpendiculaire a la corde. 

Or deux de ces conditions étant pofées , la troifénie s'enfuit 
nécejfairement. , _ ' 

Démonstration. 

I. Qa$. Si une ligne , comme EF , paflè par le cen- Fig. 36. 
tre , & qu’elle coupe la corde AB en deux parties éga- 
les , elle eft perpendiculaire à cette corde : car H elle 

pafte par le centre , Ton point C , qui eft le centre 
même , eft également éloigné des deux points de la 
circonférence A &c B , qui font les extrêmitez de la 
corde : d’ailleurs puifque par l’hypothele la ligne EF 
coupe la corde en deux parties égales , le point d’in- 
terfeétion D eft encore également diftant des deux ex- 
trêmitez A 3 il y a donc deux points dans la ligne 
EF également diftans des deux extrêmitez de la corde ; 

& par conféquent cette ligne eft perpendiculaire à la 
corde. (70.) 

II. Cas. Si la ligne EF paflè par le centre, & qu’elle 
foit perpendiculaire à la corde , elle coupe la corde 
en deux parties égales : car puifque la ligne EF paflè 
par le centre , (on point C eft également éloigné des 
deux points A & B de la circonférence 3 ainfi cette li- 
gne étant fuppofée perpendiculaire , tous fes autres 
points doivent être également éloignez des deux mêmes 
points; (68.) par conféquent fon point d'interfeébion . 

D eft aufti également éloigné des deux extrêmitez A 
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& B de la corde , c’eft-à-dire , que la corde eft coupée 
en deux parties égales. I 

III. Cas. Enfin fi la ligne EF coupe la corde en deux 
parties égales, & qu’elle Toit perpendiculaire à la corde, 
clic paflè par le centre : car la ligne EF coupant la corde 
en deux parties égales , le point d’interfeâion D eft éga- 
lement diftant des deux extrêmitez A 8c B de la corde ! 
mais d’ailleurs cette ligne eft fuppofée perpendiculaire 
à la corde ; donc étant prolongée , elle paflè par tous les 
points du même plan également diftans de A & de B. 
(69.) Or le centre eft également éloigné des deux points 
A & B qui font dans la circonférence; par conféquentla 
• • perpendiculaire EF paflè par le centre. Ce qu’il fal. dém. 

1 04. Remarquez que dans ces trois cas , la ligne EF 
coupe le grand arc AEB &c le petit arc AFB cha*m par 
le milieu: car dans tous ces cas la ligne EF a deux points, 
fçavoir , C & D également éloignez des deux points A 
& B ; ainfi tous Tes autres points font aulfi également 
diftans des deux mêmes points A & B ; par confequent 
le point E eft également diftant de A & de B ; les cor les 
EA & EB font donc égales ; ainfi les arcs EA & £B 
qu’elles foutiennent font aufti égaux ; donc le grand arc 
AEB eft coupé par le milieu : pareillement le point F eft 
également diftant de A & de B ; par confequent le petit 
arc AFB eft auiïi coupé par le milieu. 

Corollaire. 

105. Il fuit de ce Theorême 8c de la remarque , que 
tout rayon , comme CF , perpendiculaire à une corde , 
coupe cette cordc 8c fon arc , chacun en deux parties 
égales. Il fuit aufti que le rayon qui coupe la corde cil 
deux parties égales eft perpendiculaire à cette corde. 

THEOREME II. 

Fig. 37. 10 6. Si on tire d’an meme point A phtfeurs lignes » 

AB , AD , AE , terminées à la circonférence » la 

' v 
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plus longue efi celle qui pajfe par le centre i & lapins courte 
efi celle qui ejl terminée à un point plus éloigné de B extré- 
mité de la Itgne qui pajje par le centre • 

Le point A peut être ou hors du cercle , ( Fig. 37. ) 
ou dans la circonférence (Fig. 38. ) ou au-dedans du 
cercle ( Fig. 39. J II faut prouver dans ces trois cas que 
la ligne AB qui paftè par le centre eft la plus longue de 
toutes , & que la ligne AE eft la plus courte. Pour cela 
il faut tirer des rayons au point D & au point E : une 
feule démonftration fuffira pour les trois Figures. 

■ AVERTISSEMENT. Lorfqu'une démonf- 
tration s'applique à plufieuts Figures , il eft bon , en 
la lilant , de n’en regarder d'abord qu'une : & après 
avoir bien conçu la démonftration , on l'applique en- 
fuite aux autres Figures : ainfi en lifant la démonftration 
fuivante , il eft à propos de ne regarder d’abord que la 
Figure 37. 

D EMONSTRATION. 

I. Partie. Il faut prouver que la ligne AB eft la plus 
longue. La ligne ACD eft plus longue que AD, (j.) qui 
eft une ligne droite tirée entre les deux points A & D. Or 
la ligne AB qui paftè par le centre eft égale à la ligne ACD, 
parce qu’elles ont la partie commune AC , de des reftes 
égaux ; fçavoir , les rayons CB & CD ; donc AB eft plus 
longue que AD. On peut prouver pareillement que AB 
eft pius longue que AE ; par conféquent la ligne AB eft 
la plus longue de toutes les lignes tirées du point A à la 
circonférence, 

II. Partie. Il faut faire voir que la ligne AE eft 

la plus courte , ou ce qui eft la même choie , que les 
autres lignes , comme AD , font plus longues que AE. 
La ligne CGD eft plus longue que le rayon CD; (j .) 
donc elle eft auftî plus longue que l'autre rayon CE ; 
par conféquent fi on ôte CG , qui eft une partie com- 
mune à la ligne CGD & au rayon CE , le refte GD fera 
'• C iv 
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plus grand que GE : donc fi à ces deux reftes on ajoure 
AG , la tome AGD fera plus grande que l’autre toute 
AGE. Or cette derniere ligne AGE eft plus longue que 
la droite AE ; (j.) par conféquent la ligne AGD eft aufli 
plus longneque AE. Ce qu’il falloir démontrer. 

107. Remarquez que quand le point A eft hors du 
cercle , le théorème eft toûjours vrai , quoique les li- 
gnes AD & AE foient terminées à la partie convexe de 

rig.4e. la circonférence , comme dans la Figure 40 ; ainfî AE 
eft plus courte que AD , parce que la première eft ter- 
minée à un point plus éloigné de B que la fécondé : afin 
de le prouver , il faut tirer les deux rayons CD & CE, 
&c prolonger la ligne AE jufqu’au point G , où elle ren- 
contre le rayon CD. Cela pôle , je raifonne ainfî : La lit» 
gne ADG eft plus longue que la droite AG ; (j.j donc 
en ajoûtant CG de part & d’autre , la toute ADC fera 
plus longue que la toute AGC. Pareillement la ligne 
CGE eft plus longue que la droite CE; (5.) donc en 
ajoûtant AE de part & d’autre , la toute AGC fera plus 
longue que la toute AEC. J’ai donc prouvé que ADC 
eft plus longue que AGC ; & que AGC eft plus longue 
que AEC ; par conféquent ADC eft plus grande que 
AEC ; donc fi on retranche les rayons CD & CE , le 
rcfte AD fera plus grand que le refte AE. 

Corollaire I. 

1 08. Dans la Fig. 38 , la ligne AB eft un diamètre, & 
les lignes- AD & AE font des cordes. Il fuit donc de 
ce Théorème que le diamètre eft plus grand qu’aucune 
des cordes. De plus il eft évident que la corde AD 
foutient un plus grand arc que la corde AE. Il fuit 
donc aufïï que dans un même cercle , ou dans des cer- 
cles égaux , les plus grandes cordes foûtiennent de plus 
grands arcs : réciproquement l’arc ,AED étant plus, 
grand que l’arc AE , il faut que la corde AD foit piusj 
grande que la corde AE, puifque le premier de ces*» 
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arcs étant plus grand que le fécond , le point D eft plus 
proche du point B que le point E : par conféquent dans 
le même cercle ou dans des cercles égaux, les plus grands 
arcs font foutenus par des cordes plus grandes. 

Corollaire II. 

109. Les lignes tirées du point A à la circonférence 
font des fécantcs extérieures dans la Figure 37; & ce 
font des fécantcs intérieures dans la Fig. 39. Il fuit 
donc de ce Théorème que de toutes les fécantcs exté- 
rieures tirées du même point , la plus longue eft celfe 
qui paffe par le centre ; 8 c pareillement que de toutes 
les fëcantes intérieures tirées du même point , la plus 
longue eft auftî celle qui paffe par le ceritre. 

THEOREME III. 

1 1 o. De toutes les fée antes extérieures, tirets du même 
point à la circonférence , celle qui prolongée pajferoit par le 
centre , cfl la plus co rte. Pareillement de toutes les fec antes 
intérieures tirées du même point à la circonférence , celle 
qui prolongée pajferoit par le centre , efi la plus courte. 

Ce Théorème auroit pû être déduit du précédent 
comme un Corollaire. En voici une démonftration par- 
ticulière. 

Démonstration. 

I. Partie^ Il faut prouver que des deux fécantesFig.41. 
extérieures AF &c AE , la première , qui eft celle qui 
palleroit par le centre , eft la plus courte. Que l'on 
prolonge la fécante AF jufqu’au centre C ; & qu’on 
tire de ce centre le rayon CE , 011 aura la ligne droite 
AFC plus courte que la ligne AEC ; (y.) donc en re- 
tranchant de l’une <Sc de l’autre des parties égales , fça- 
voir , les rayons CF 8 c CE , les rertes feront encore 
inégaux. Or le refte de la première eft la fecante AF , 

8 c le refte de la fécondé eft AE 3 donc la fécante AF eft 
plus courte que l’autre. 
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4 »* II. Partie. Les fécantes intérieures AF & AE font ti- 
rées du même point : je dis que la fecante AF , qui pro- 
, longée paflèroit par le centre C , eft plus courte que la 
fécante AE : car fi on prolonge AF jufqu'au centre C , 
& qu'on tire le rayon CE , on aura les deux rayons CF 
& CE égaux. Or CE , qui eft une ligne droite tirée du 
point C au point E , eft plus courte que CAE ; donc 
l’autre rayon CF eft aulli plus court que CAE ; donc fi 
on retranche CA , qui eft une partie commune au rayon 
CF & à la ligne CAE } le refte AF fera plus court que 
le refte AE. Ce qu’il falloit démontrer. 

THEOREME IV. 

ni. Une ligne perpendiculaire a l’extrémité d’un rayon 
ne touche la circonférence que dam un feul point. 

Démonstration. 

.43. Soit la ligne ABD perpendiculaire à l’extrémité du 
rayon ; je dis qu’elle ne touche le cercle qu'au feul point 
B : car fi on tire les deux lignes CE & CF , elles feront 
obliques fur la ligne ABD , (71.) parce qu’elles font ti- 
rées du même point que le rayon perpendiculaire CB : 
donc ces obliques feront plus longues que le rayon per- 
pendiculaire ; par conféquent elles ont leurs extrêmitez 
E & F au-delà du cercle & de la circonférence : donc 
ces points E & F ne touchent pas la circonférence. On 
peut dire la même chofe de tout autre point diftingué 
de B , & par conféquent la ligne ABD ne touche le cer- 
cle qu’au feul point B. 

Cor ollai re. 

iiî. Toute ligne perpendiculaire à l'extrémité du 
rayon eft donc une tangente , puiique ne touchant le 
cercle que dans un feul point , elle ne peut couper la 
circonférence. 
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THEOREME V. 

iij. La tangente ejl perpendiculaire au rayon qui efi 
tiré au point de contingence. Ce Théorème eft la propo- 
sition inverfe ou réciproque du Corollaire précédent. 

De m onstration. 

Soit la tangente ABD qui touche le cercle au point B 
auquel on a tiré le rayon CB : il faut démontrer que la 
tangente eft perpendiculaire au rayon. 

Puifque la tangente ne coupe pas la circonférence , 
elle h’entre pas dans le cercle , & par confëquent il eft 
impolïible de rirer du centre à la tangente une ligne plus 
courte que le rayon CB : donc ce rayon eft perpendicu- 
laire à la tangente ; (7}.) & réciproquement la tangente • 
eft perpendiculaire au rayon. 

Corollaire I. 

1 1 4. La tengente ne touche le cercle qu’en un feul 
point : car le rayon CB étant perpendiculaire , toute au- 
tre ligne tirée du centre C fur la tangente eft oblique , 

& par conféquent plus longue que ce rayon : ainli elle 
aura fon extrémité hors de la circonférence : donc le 
point de la tangente auquel elle aboutira , ne touchera 
pas la circonférence. O11 peut démontrer la même chofe 
de tout autre point différent du point B : donc la tan- 
gente ne touche la circonférence qu’en ce point. 

Corollaire II. 

115. De ces trois conditions , fçavoir , pa fier par 
le centre , aboutir au point de contingence , être per- 
pendiculaire à la tangente , deux étant pofées , la troi- 
fîéme s’enfuit néccflaircment. i°. Il paroît par la dé- 
monftration du Théorème, que tout rayon tiré au 
point de contingence , ou , ce qui revient au même , 
toute ligne qui pafTe par le centre , & qui aboutit au 
point de contingence , eft perpendiculaire à la tangente. 
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i°. Il fuit de là que fi une ligne pafiè par le centre , & 
qu’elle foit perpendiculaire à la tangente , il faut qu’elle 
aboutiftè au point de contingence : car cette fécondé li- 
gne ne peut être différente de la première : autrement 
on pourrait tirer du centre deux perpendiculaires fur la 
tangente. 3 0 . II luit auflî que fi une ligne aboutit au 
point de contingence , & qu’elle foit perpendiculaire à 
la tangente , il faut qu’elle pafiè par le centre : car cette 
troifiéme ligne ne peut être différente de la première ou 
de la fécondé ; autrement on pourrait tirer du point de 
contingence deux; perpendiculaires fur la tangente. 

Corollaire III. 

1 16. On ne peut mener qu’une tangente au même 
point de la circonférence : car toute tangente eft per- 
pendiculaire à l’extrémité du rayon tiré au point de 
contingence. Or il ne peut y avoir qu’une perpendicu-. 
laire fur l'extrémité (71.) d’une ligne: par confisquent 
il eft impofïîble de mener deux tangentes au même point 
de la circonférence. 

THEOREME VI. 

1 17. On ne peut tirer au point de contingence atteune 
ligne droite qui pajfe entre la circonférence & la tangente : 
mais on j peut faire pajfer une infinité de lignes circulaires. 

Démonstration. 

I. Partie. Que l'on tire la ligne droite GB au point 
de contingence : il faut démontrer qu’elle ne peut palier 
entre la circonférence & la tangente ABD. 

Cette tangente étant perpendiculaire à l’extrémité du 
rayon CB , H eft nécefiàire que la ligne GB foit oblique 
(71.) au même rayon : par conféquent ce rayon eft auiH 
oblique fur la ligne GB : donc fi du centre C on tire la 
perpendiculaire CH fur cette ligne , elle fera plus courte 
que le rayon CB qui eft oblique : donc fon extrémité H 
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fera au-dedans du cercle : donc la ligne GHB coupe le 
cercle , & ainfi elle ne paflè pas entre la circonférence &C 
la tangente. 

On peut concevoir que la ligne GB s’approche de la 
tangente, enfaifant defcendre le point G: mais la même 
démonftration fubfiftera toujours jufqu’à ce que la ligne 
GB foie appliquée fur la tangente , &c qu’elle ne fafle 
plus qu'une même ligne avec elle : ce qui fait voir que 
quand on-tireroit au point de contingence une ligne 
droite qui feroit plus proche de la tangente , elle cou- 
peroit toujours le cercle. 

IL Partie. On peut faire paflèr une infinité de lignes jjg, 
circulaires par le point de contingence, entre la tangente 
ABD & la petite circonférence dont le rayon eft CB ; car 
foit prolongé le rayon CB jufqu’au point G , & que de ce 
point , comme centre, & de l'intervalle GB on décrive la 
grande circonférence -, il faut démontrer qu’elle pa(Te en- 
tre la tangente & la petite circonférence, en forte qu’elle 
»e coupe ni la tangente , ni la petite circonférence. 

i°. La grande circonférence ne coupe pas la tan- 
gente du petit cercle ; car fon rayon GB eft terminé au 
même point B que le rayon du petit cercle : ainfi la 
ligne ABD n’eft pas coupée par la grande circonférence j 
mais elle eft tangente par rapport au grand & au petit 
cercle. 

:°. La grande circonférence ne coupe pas la pe- 
tite : pour le faire voir , il n’y a qu’à démontrer que 
Ifes deux circonférences n'ont pas d’autre point com- 
mun que le point B. Or il eft aifé de montrer que 
tout autre point de la grande circonférence diffère 
du point B , par exemple le point F n'eft pas commun 
à la petite : car foit tirée la ligne CF , cette ligne CF 
eft fécante intérieure par rapport au grand cercle , 
laquelle ne pafferoit pas par le centre , & la ligne 
ÇB eft auflî une fécante intérieure du même cercle, 
qui prolongée pafferoit par le centre : donc la lign* 
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CF eft plus longue que CB. (no.) Or les detlx lignes 
CB & CE , qui font rayons du petit cercle font égales î 
par confequent CF étant plus longue que CB , elle eft 
aulïî plus longue que CE : donc le point F n’eft pas le 
même que le point E qui appartient à la petite circon- 
férence. On démontrera la même chofe de tout autre 
point de la grande circonférence par rapport à tous 
ceux de la petite , excepté le point B : par conféquent 
les deux circonférences n'ont d'autre point commun 
que le point B : donc la grande ne coupe pas la petite ; 
d’ailleurs elle ne coupe pas la tangente -, elle paffe donc 
par le point de contingence entre la petite circonférence 
& la tangente. Ce qu’il falloir démontrer. 

Si on prolongeoit le rayon GB au-delà de G , on 
pourroit décrire de nouvelles circonférences qui paflè- 
roient toutes entre la tangente & la petite circonfé- 
rence qui a pour rayon CB. 

11 8. Il paroît d’abord furprenant que l’on puiflè 
faire pafler une ligne circulaire entre la tangente & une 
moindre circonférence , quoique l’on n’y puiflè pas faire 
paflèr une ligne droite , puifque celle-ci n’a pas plus de 
largeur que la ligne circulaire, ou plutôt on les regarde 
l'une & l’autre comme n’en ayant aucune : mais ce qui 
fait la différence entre l'une & l’autre ligne , c'eft que la 
droite va toujours félon la même direction ; & de là 
vient qu’elle ne peut parvenir jufqu’au point de contin- 
gence fans couper la circonférence : au contraire la li- 
gne circulaire fe détourne , & renferme la moindre cir- 
conférence : c’eft ce qui fait qu’elle arrive au point de 
contingence fans la couper. 

1 1 9. On peut encore remarquer fur ce Théorème 
que l’efpace compris entre la circonférence & la tan- 
gente à côté du point de contingence , peur être divifé 
en une infinité de parties , puifqu’on peut décrire une 
infinité de circonférences qui paflèront toutes par diffe- 
rens points de cet efpace , &c qui n’auront d autre point 
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tomrnun que le point de contingence , comme on vient 
de le démontrer : d’où il faut conclurre que la matiera 
eft divifile à l’infini , & qu’elle n’eft pas compofée de 
points inétendus. 

4 Nous donnerons les Problèmes fur les tangentes après 
avoir parlé de la mefure des angles , d’où dépend la mé- 
thode dont nous nous fervirons pour tirer une tangente 
d-’un point donné hors de la circonférence du cercle.’ 

DE LA MESURE DES ANGLES > 

qui n’ont pas leur fommet au centre du Cercle. 

•» Nous avons dit qu’un angle dont le fommet eft au 
centre , a pour mefure l’arc compris entre fes cotez ; 
mais il y a des angles dont le fommet eft à la circon- 
férence j il y en a d’autres qui ont leur fommet hors du 
cercle : enfin , il yen a dont le fommet eft dans le cer- 
cle , entre le centre & la circonférence. 

îzo. Ceux qui ont leur fommet à la circonférence &c 
qui font formez par des cordes , font appeliez angles ïnf 
trits : tel eft l’angle BAD , Fig. 47 : ceux qui ont auiïi 
leur fommet à la circonférence , & qui font formez par 
une corde & par une tangente, comme BAD & GAD» 
font appeliez angles du fegment. 

1 1 1 . On entend par ferment la partie du cercle ter- 
minée par une corde & par l’arc foûtenu par cette cor- 
de : tel eft l’efpace ADF contenu entre la corde AD &c 
l'arc AFD. Or toute corde qui ne pa(Te pas par le cen- 
tre , divife le cercle en deux fegmens inégaux , dont l*un 
eft nommé le petit fegment , comme ADF , & l’autre le 
grand fegment , comme ADE ; c'eft pour cela que l’an- 
gle BAD eft appellé l'angle du petit fegment ; & l’autre 
GAD , qui eft fupplémenc du premier , eft appellé l’an* 
gle du grand fegment. 

L’angle qu’on nomme inferit , comme BAD Figure 
47 , eft au {fi appellé angle dans le fegment , parce quo 
ü on conçoit une corde BD qui joigne les extrêmitez 
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des deux cotez de l'angle inferit , elle partagera le Cer- 
cle en deux fegmens, dans l'un defquels eft renfermé 
l'angle inferit. 

Nous déterminerons dans cet abrégé la mefure de 
ces angles , fans parler de celle des autres qui ont leur 
fommet en dehors ou en dedans de la circonférence. 
Mais avant il faut établir la vérité du Lemme fuivant , 
dont nous nous fervirons dans la démonftration des 
proportions fur cette matière. 

LEMME. 

1 1 3 . Lorfque deux parallèles coupent ou touchent une 
circonférence , les arcs compris de part & d'autre font 
égaux.. 

Il peut arriver trois cas. i °. Que les deux parallèles 
coupent la circonférence. i°. Qu’une des parallèles 
coupe la circonférence, 8c que l'autre la touche. 3 0 . Que 
les deux parallèles touchent la circonférence fans la cou- 
per. Or dans ces trois cas les arcs compris de part 8c 
d'autre entre les deux parallèles font égaux. 

Démonstration. 

|ig.4j. i°. Si les deux parallèles , comme GH & IK , cou- 

pent le cercle , les arcs GI 8c HK (ont égaux : car ti- 
rant la ligne EF qui paffè par le centre O , 8c qui (oit 
perpendiculairç aux deux cordes parallèles , le grand 
arc 1 EK eft coupé en deux parties égales El Se EK. 
(104.) Par la même raifon l'arc GEH eft coupé en deux 
parties égales EG Se EH ; par conféquent fi on ôte ces 
deux dernieres parties des deux premières , fçavoir , EG 
de El , Se EH de EK , les reftes GI Se HK feront égaux. 
Ce qu'il falloit démontrer. 

i°. Si une des parallèles , comme CD* touche le 
cercle , Se que l’autre , IK , le coupe , les deux arcs 
FI 8c FK compris entre ces parallèles font égaux : car 
fi la ligne EF paflè par le centre , 8c qu’elle foit tirée 

au 
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point de contingence F , elle fera néceflàiremenc 
15.) perpendiculaire à la tangente : par conféquent 
tte ligne EF fera aufti perpendiculaire à l’autre paral- 
: 1 e IK (91 ) ; donc cette parallèle 1 K. étant une corde , 
’arc IFK qu’elle foûtient eft coupé (104.) en deux par- 
ties égales , qui lont les arcs Fi & FK compris entre les 
parallèles. 

3 Si les deux parallèles , comme AB & CD , tou- 
chent le cercle , les deux arcs EGIF & EHKF font aulîï 
égaux. Pour le démontrer , je tire la ligne EF qui paflè 
par le centre , & qui aille aboutir au point de contin- 
gence F , elle fera perpendiculaire à la tangente CD 
(115.)-, par conféquent elle fera aulïî perpendiculaire à 
l’autre tangente parallèle AB. (91.) Or la ligne EF paf- 
lànt par le centre , & de plus étant perpendiculaire 
à la tangente AB , il faut qu’elle vienne aboutir au 
point de contingence E de cette tangente : (115.) ainû 
la ligne EF qui palfe par le centre , & qui par confé- 
quent eft un diamètre , aboutit de part & d’autre au 
point de contingence ; donc les deux arcs compris de 
part & d'autre entre les parallèles font des demi-cir- 
conférences ; donc ces arcs font égaux. Ce qu’il falloit 
démontrer. 


THEOREME PREMIER ET FONDAMENTAL. 

114. V angle qti a fort fommet a la circonférence , & 
qui eft formé par deux cor des, a pour rue fore la moitié de 
l'arc compris entre fes cotez.. 

Ce Théorème a trois cas , parce qu’il peut arriver 
ou qu’un des cotez palfe par le centre : tel eft l'angle 
BAD Fig. 46 , ou que le centre fe trouve entre les deux, 
cotez , comme dans la Fig. 47 , ou enfin que le centre 
foit hors des deux cotez , comme dans la Fig. 48. Ll 
faut faire voir que dans ces trois cas l’an »le a pour 
mefure la moitié de l'arc BD fur lequel il eft appuyé. 

II. Partit. D 
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Démonstration. 

Fig, 46. I. Cas. Si le côté AB de l’angle B AD paffe par le 
centre C , tirez par ce centre la ligne EF parallèle à 
l’autre côté AD ; vous aurez les deux angles BCF & 
BAD égaux (90.) parce que les lignes EF 8c AD fonc 
parallèles , & que ces deux angles font du même côté 
de la fécante AB , le premier extérieur & l’autre inté- 
rieur. Or l’angle BCF ayant Ton Commet au centre , a 
pour mefure l'arc BF (41.) compris entre Tes cotez: donc 
l’angle BAD , qui lui eft égal , a auflï pour fa mefure le 
même arc BF. Il refte à faire voir que cet arc BF eft la 
moitié de BFD j en voici la démonftration : l’arc BF eft 
égal à l'arc AE , parce que ces deux arcs font mefures 
d’angles égaux , (60.) fçavoir , BCF & ACE qui font 
oppofez au Commet. Pareillement l’arc DF eft égal au 
même arc AE , puifqu’ils font compris entre parallèles : 
donc les deux arcs BF & DF (ont égaux ; donc ils font 
chacun la moitié de l'arc entier BFD. Or on vient de 
démontrer que l’arc BF eft la mefure de l’angle BAD ; 
ainlî cet angle a pour mefure la moitié de l’arc fur le- 
quel il eft appuyé. 

Fig. 47. II. Cas. Si le centre eft entre les deux cotez de l’angle 
BAD , il faut tirer une ligne du fommet A qui paftè par 
le centre ; elle divifera l’angle BAD en deux autres ; 
fçavoir , B AF Ôc F AD. Or le premier de ces angles a 
pour mefure la moitié de l’arc BF , à caufe de (on côté 
AF qui pafle par le centre : par la même raifon l’autre 
angle FAD a pour mefure la moitié de l'arc FD ; donc 
l'angle total BAD a pour mefure la- moitié de BF 8c la 
moitié de FD ; c'eft à-dire , la moitié de l'arc BD com- 
pris entre fes cotez. 

Fig. 4*. III. Cas. Si le centre eft hors des deux cotez, il 
faut tirer du fommet une ligne telle que AF qui pâlie 
par le centre; cette ligne formera l’angle DAF qui a 
pour fa mefure la moitié de l’arc FD , ou , ce qui eft 

v. , 
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la même choie , la moitié de l'arc FB , plus la moitié de 
l'arc BD. Or l’angle F AB , cjui eft une partie de l’angle 
i total DAF , a pour mefure la moitié de l’arc FB , à caufe 
du côté AF qui pafle par le centre -, par conféquent l’an- 
ie BAD , qui eft l’autre partie de l’angle total , a pour 
mefure la moitié de BD ; autrement l'angle total DAF 
n'auroit pas pour mcture la moitié de FB plus la moi- 
tié de BD. 

.if 

» Corollaire 4 . 

' » 

125. Tous les angles infcrits , comme BAD , BED , pjcr. 
BFD , appuyez fur le même arc BD font égaux , parce 
qu’ils ont tous pour mefure la moitié de cet arc fur le- 
quel ils font appuyez. 


4 9 - 


C o 


R O 
v 


L L A I R E 


I I. 


1 16. Un angle , comme BCD , qui a fon fommet pig. 50. 
au centre , & qui eft appuyé fur le même arc que l’an- 
gle infcrit BAD , eft le double de cet angle infcrit : cela 
paroît évidemment , parce que l’angle qui a fon fommet 
au centre, a pour mefure l'arc entier BD fur lequel il 
eft appuyé ; au lieu que l’angle infcrit n’a pour mefure 
que la moitié du même arc. 

On 11e doit pas être furpris fi l’angle BCD eft plus grand 
que l’angle BAD, quoiqu’ils fuient tous les deux appuyez 
fur le même arc : car la grandeur d’un angle dépend de 
xou vertu re de fes cotez. (4 1.) Or il eft vifiLle que l’ou- 
verture qui eft entre les cotez du premier angle eft plus 
grande que celle qui eft entre les cotez du fécond. 


C O R O L L 


AIRE 


I I I. 


117. Un angle infcrit, comme BAD , qui eft ap- Fig. ji. 
puyé fur le diamètre BD , eft droit : car l’angle ne peut 
être appuyé fur le diamètre BD , qu’il ne le foit aulli 
fur la demi-circonférence. Or tout angle infcrit, ap- 

D ij 
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puyé fur la demi-circonférence , eft droit , parce qu’il 
a pour mefure la moitié de la demi-circonférence , ou 
le quart de la circonférence. 

Corollaire IV. 

il 8. L'angle infcrit BAE appuyé fur un arc plus 
grand que la demi-circonférence , eft obtus : & au con- 
traire d’angle B AF appuyé fur un arc moindre que la 

demi-circonférence , eft aigu : cela eft évident. 

* ° 

THEOREME II. 

il 9. Un angle du fegment , comme B AD, a pour me - 
pire la moitié de l’arc AFD foute nu par la corde AD. 

Démonstration. 

Soit tirée la ligne DE parallèle à la tangente GAB ; 
les deux angles alternes BAD &c ADE font égaux. Or 
l’angle inferit ADE a pour mefure la moitié de l’arc 
AE (124.) ; donc l’angle BAD a aufli pour mefure la 
moitié du même arc AE. Or les deux arcs AFD & AE 
font égaux (123.) à caufc des parallèles GAB & DE : 
donc l’angle BAD a pour mefure la moitié de l’arc 
AFD. 

L’angle du grand fegment GAD , qui eft fupplément 
du premier , a aufïi pour mefure la moitié de l’arc AED, 
foûtenu de l’autre coté par (a corde AD , car ces deux 
angles pris enfemble étant égaux à deux angles droits 
(54.) ils ont pour mefure la moitié de la circonférence. 
Or la mefure du premier angle BAD eft la moitié de 
l’arc AFD : par conféquent l’autre angle GAD a pour 
mefure la moitié du refte de la circonférence, c’eft-à- 
dire , la moitié de l'arc AED. 

THEOREME III. 

130. Un angle , comme BAD , formé par h corde AD 
& par le côté AB , qui eft la partie de la corde EA prolon- 
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^ hors du cercle , a pour mefure la moitié 
arcs AD gr AE foutenus par les cordes. 

Demonstratio 


R. 

de la fornme 


N. 


S 5 
des 


L'angle inlcrit LAD & l’angle BAD pris enlèmble 
font égaux à deux angles droits (54.) ; par conféquenc 
ils ont pour mefure la moitié de la circonférence. Or 
l’angle infcrit EAD a pour mefure la moitié de l’arc ED 
(124.); donc fon fupplément BAD a pour mefure la 
moitié du refte de la circonférence , c’eft- à-dire , la moi- 
tié de la fomme des arcs AD & AE. 


Problème I. 


133. D’un point donné comme B } dans la circonférence , 
tirer une tangente. 

Tirez un rayon au point B ; enfuite élevez fur l'extrê- 
mité de ce rayon la perpendiculaire AB , elle fera tan- 
gente au point B. ( 1 1 2.) 

Problème II. 

134. D’un point donné , comme A , hors de la circonfé- 
rence j tirer une tangente. 

Tirez une ligne du point A au centre du cercle ; cou- 
pez cette ligne par le milieu , que je fuppofe être le 
point O ; après quoi du point O comme centre , & de 
l’intervalle OA décrivez une circonférence , elle coupera 
la première en deux points : Il du point A on tire une 
ligne à un des points d’interfeélion , telle que la ligne 
AB , elle lêra tangente au cercle donné. 

La rai fon en cft , que fi on tire le rayon CB au point 
d’interfeétion } on aura l’angle ABC appuyé fur le dia- 
mètre du cercle qu’on vient de décrire ; par conféquent 
cet angle eft droit : donc la ligne AB eft perpendicu- 
laire fur l’extrémité du rayon j donc elle eft tangente. 
(112.J 

D iij 
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✓ 

DES LIGNES PROPORTIONNELLES. 

Il ne fera peut être pas inutile de répéter quelque choie 
de ce que nous avons dit dans le Traité des Railons Sc 
des Proportions , afin d'entendre plus facilement les pco- 
pofitions fuivantes fur les lignes Proportionnelles. 

135. Une raifon ou un rapport { il s’agit ici de la rai- 
fon géométrique ) eft la maniéré dont une grandeur en 
contient une autre: par exemple, la raifon d’une ligne de 
1 z pieds à une ligne de quatre pieds eft exprimée par 3 , 
parce que la première ligne contient trois fois la fécondé. 

136. Il eft évident que plus l’antécédent d’une railon 
eft grand , le conféquent demeurant le même , plus aulTi 
la raifon eft grande : par exemple , la raifon d’une li- 
gne de 1 z pieds à une ligne de 4 pieds eft plus grande 
que la raifon d’une ligne de 8 pieds à la même ligne de 
4 pieds , parce que 1 z contient plus de fois 4 , que 8 
ne contient la même grandeur 4 ; au contraire l’antécé- 
dent demeurant le même , la railon eft d’autant plus pe- 
tite que le conféquent eft grand : par exemple , la raifon 
de 1 5 à 5 eft moindre que la railon de 1 5 à 3 , parce 
que 1 5 contient moins de fois 5 qu’il ne contient 3. 

1 37. La raifon de deux grandeurs eft égale à celle 
de leurs parties lemblables , ou , ce qui revient au mê- 
me , la raifon des parties femblables eft égale à celle des 
grandeurs entières, par exemple, la raifon de zj à zo 
eft égale à celle de 1 00 à 80. C’eft ce que nous avons 
établi dans le fixiéme principe fur les raifons. 

138. Lorfque deux railons font égales, elles for- 
ment une proportion : par exemple , la railon de 1 z à 
4 Sc celle de 1 5 à 5 forment une proportion , parce 
que ces deux railons font égales. Or nous avons dit 
qu’il y avoir trois cas où les raifons font égales : le 
premier , quand chacun des antécédens contient Ion 
conféquent éxaélement ou fans relie , ik le même 
nombre de fois , comme dans l’exemple qu’on vient de 
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rapporter : le iecond , quand chacun des antécédens 
Contient l'aliquote pareille de Ton conféquent fans relie , 

| & le même nombre de fois , par exemple , la railon de 
18 à 24 efb égale à celle de 9 à 1 2 , parce que 1 8 con- 
tient autant de fois 6, que 9 contient 3. Or 6 & 3 font 
des aliquotes pareilles des confcquens 24 & 1 l : le troi- 
fiéme» quand chacun des antécédens contient l’aliquote 
preille de fon conlequent , & qu’il y a des relies des 
• antécé iens qui font entr’eux comme les aiiquotes pareil- 
les : par exemple , la raifon de 10 à 14 elt égale à celle 
de 10 à 11 , parce que 20 contient; autant de fois 6 , 
que 10 contient 3 j & d’ailleurs les relies des antécé- 
1 dens , fçavoir , 2 & 1 , font encr'eux comme les aliquo- 
tes pareilles 6 & 3. 

139. Lorfqu'on dit que plulîeurs grandeurs , comme 
A , B , C , D , font proportionnelles à autant d'autres , 
telles que a , b , c , d , cela lignifie que les premières font 
les antécédens, & les autres les conféquens de raifons 
égales , en forte que A. a : : B. b : : C. c : : D. d. 

S’il n’y a que deux grandeurs de part & d’autre , 
comme A & B d’un côté , & a & b de l’autre , & qu’on 
dife que les deux premières font proportionnelles aux 
deux lecondes, on entend que la railon des deux pre- 
mières ell égale à celle des deux fécondés , c’ell- à-dire , 
que A. B : : a. b : ou que les deux premières grandeurs 
font les antécédens ; en forte que A. a : : B. b. cette fé- 
cond e proportion n’ell que l'alterne de la première. 

140. Il faut encore fc fouvenir que deux lignes font 
réciproques à deux autres , lorlque les deux premières 
font les extrêmes d'une proportion dont les deux autres 
font les moyens. 

1 4 1 . Une ligne, comme BA , ell dite divifée en Fig. 74. 
moyenne & extrême raifon , lorfque la ligne entière 

BA ell à la grande partie EA , comme cette grande par- 
tie E A eft à la petite BE ; en forte qu’on a la proportion 
BA. EA : : EA. BE. 


D iv 
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141. Une ligne eft multipliée par une autre, lorf. 
que l'on prend la première autant de fois qu'il y a de 
points dans l'autre : par exemple , pour multiplier AG 
par CD ( Liv, z , Fig. zo. ) il faut prendre la ligne AG 
autant de fois qu'il y a de points dans la ligne CD ; 
c’eft-à-dire , que pour avoir le produit de AC par CD , 
il faut concevoir qu’à chaque point de 4a ligne CD^*, on 
a élevé des lignes égales & parallèles à AC : ce qui rem- 
plirait l’efpace ACDB ; c’eft pourquoi le produit d’une 
ligne par une autre , forme un reéfcangle ; & fi ces deux 
lignes font égales , le reélangle eft un quarré ; comme 
dans la Fig. z 1 . Liv. z , où le côté AB eft égal à la baie 
BC. On donnera dans le fécond Livre les définitions 
de reétangle & de quarré. 

145. Remarquez que quand on conçoit qu’une li- 
gne eft multipliée par une autre , on fuppofe que la pre- 
mière eft perpendiculaire à la féconde. 

Fig. fi. 1 44- Il faut obferver pour le Théorème fuivant , que 
fi deux lignes , comme EF Si GH , comprifes dans un 
efpace parallèle font coupées par des parallèles , il eft 
évident qu'ur.e de ces lignes fera divifée en autant de 
parties que l’autre ; & fi une des lignes eft divifée en 
parties égales entr’clles , l’autre fera auffi divifée en au- 
tant de parties égales entr’ellcs : par exemple , fi EF eft 
divifée en quatre parties égales qu'on peut nommer P , 
l’autre , fçavoir GH, fera pareillement coupée en quatre 
parties égales entr’elles , qu’on peut nommer S ; ainii 
dans cette hypothefe EF=rr4P > & GH=r=4S. De même 
les deux lignes AB Si CD étant renfermées dans un ef- 
pace parallèle , fi AB eft coupée par des parallèles en 
trois parties égales , l’aurre ligne CD fera aufTi coupée 
en trois parties égales entr’clles. 

THEOREME PREMIER ET FONDAMENTAL. 

145. Lorfqac deux lignes comprifes dans a» efpace 
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ellele . [ont autant inclinées que deux autres lignes en- 
ées dans un autre efface parallèle , les deux premières 
proportionnelles aux deux autres. 
aient les deux lignes AB & CD autant inclinées dans 
efpace parallèle que les deux lignes EF & GH dans 
tleur ; en forte que AB & EF foient également incli- 
& que CI> & GH {oient auffi également incli- 
i : il faut prouver que AB. EF : : CD. GH , ou alter- 
nant , AB. CD : : EF. GH. 


1 


Démonstration. 


Si on prend fur EF la partie El égale à AB , & qu’on 
tire la parallèle IL , l’efpace parallèle compris entre EG 
& IL fera égal à celui qui eft entre AC & BD : par con- 
féquent on aura la partie GL égale à la ligne CD , 
puifque ces deux lignes font également inclinées dans 
tts efpaces. Or il eft clair que El & GL font des parties 
fanblables des lignes EF & GH , c’eft-à-dire , que ft 
El eft , par exemple , la moitié ou les trois quarts de la 
ligne EF , GL fera auffi la moitié ou les trois quarts de 
la ligne GH : car la ligne IL étant parallèle aux deux 
autres EG & FH , il faut qu’elle divife femblablement 
EF & GH. Mais d’ailleurs les parties femblables font 
proportionnelles aux grandeurs entières. (137.) Par con- 
lequent EL GL : : EF. GH. Donc fi à la place des par- 
ties El & GL on prend les lignes AB & CD qui leur 
font égales, on aura AB. CD : : EF. GH , ou alternando , 
AB. EF : ; CD. GH -, ce qu’il falloit démontrer. 

Voici une autre démonftration , qui paroîtra peut- 
itre plus rigoureufè , mais qui eft aufti plus difficile. 

Autre Démonstration. 


Qu’on fuppofe la ligne EF divi{ee en parties égales ; 
par exemple , en quatre , dont chacune foit nommée 
F : enfuite qu’on tire des parallèles par les points de 
éivifion ; elles couperont la ligne GH en autant de 
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parties égales entr’clles , (87.) quoiqu'inégales aux par- 
ties de la ligne EF : chacune des parties de GH (oit nom- 
mée S ; ainfi de même que la ligne EF fera égale à qua- 
tre P ; la ligne GH fera auili égale à quatre S. 

Enfin qu'on prenne une des parties P du confisquent 
EF , & qu'on voye combien de fois elle eft contenue 
dans l'antécédent entier AB; alors on^ponnoîtra qu'elle 
y eft contenue exactement un certain nombre de lois 
fans refte , ou bien il y aura quelque refte. 

Suppofons 1 °. qu'elle y eft contenue exactement, par 
exemple , trois fois fans refte ; alors en tirant des paral- 
lèles par les points de divifion de AB , la ligne CD lera 
pareillement divifée en parties égales entre elles, & aux 
parties de la ligne GH , puifque comme AB & EF font 
également inclinées ; de même ces deux lignes CD &C 
GH font fuppofées également inclinées ; donc la ligne 
AB lera égale à 3 P , ôc la ligne CD égale à 3 S : ainfi au 
lieu des quatre lignes AB , EF , CD , GH , on aura 3 P , 
4P, 3S , 4S. Or il eft évident que la proportion 3 P. 
4P : : 3S. 4S eft vraie , puifque les aliquotes pareilles des. 
conféquens , fçavoit P & S , font contenues trois fois 
chacune dans leur antécédent ; ainfi dans ce premier cas , 
AB. EF : : CD. GH. 

r°. Si P aliquote de EF , quelque petite qu’elle (bit , 
n’eft pas contenue exactement dans l’antécedent AB ; 

6 que par conféquenr S aliquote pareille de GH , ne 
foit pas contenue exactement dans l’antécedent CD ; 
il ne laiftè pas d’y avoir proportion , comme dans le 
premier cas ; enforte que la raifon de AB à EF eft égale 
à la raifon de CD à GH : car fi la première raifon n'étoit 
pas égale à la féconde , elle feroir plus petite ou plus 
grande. Or l'un & l’autre eft impolfible. 

Premièrement , la raifon de AB à EF n'eft pas moin- 
dre que celle de CD à GH : car fi elle étoit moindre , 
en ajoutant quelque chofe à l’antécédent AB ( ce qui 
augmenteroit la raifon, (136.) on pourroit la rendre 
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égale à celle de CD à GH. Or quelque petite partie 
qu'011 ajoute à l’antécédent AB , elle rendra la raifon 
de AB à EF plus grande que celle de CD à GH. Pour 
le démontrer , foit nommée X la partie ajoutée à l’an- 
técédent AB , qui foie plus grande ou au moins égale 
à l’aliquote P : ce qui eft toujours poffible , parce que 
l’on peut concevoir que la ligne EF eft divifée en au- 
tant de parties aliquotes que l’on voudra , & qu’ainfi 
chacune de ces aliquotes eft auili petite que l'on peut 
fouhaiter. Cela pôle, je démontre que la raifon de 
AB-t-X à EF eft plus grande que celle de CD à GH. 

Suppofons que P foit contenue 80 fois dans EF , 8c 
qu’ainfi l’aliquote pareille S foit contenue 80 fois dans 
GH ; il faudra que P foit aulïi contenue un certain 
nombre de fois dans AB 5 par exemple , 60 fois avec 
un petit refte moindre que P , & que S foit aulïi con- 
tenue 60 fois dans CD avec un petit refte moindre 
que S ; mais comme on a ajouté à la ligne AB la partie 
X plus grande ou au moins égale à P , cette aliquote P 
de EF fera contenue au moins 6 1 fois dans l’antécédent 
AB-j-X ; au lieu que l’aliquote pareille S de GH n'efl: 
pas contenue 6 1 fois dans l’autre antécédent CD ; ainfi 
la raifon de AB-t-X à EF eft plus grande que celle de 
CD à GH , on ne peut donc augmenter la première 
raifon fans la rendre plus grande que la fécondé ; & par 
conféquentelle n’eft pas moindre que la fécondé.. 

Cette démonftration fait voir que l’on ne peut ajou- 
ter à l’antéccdent AB une partie plus grande que l’ali- 
quote contenue 80 fois dans EF , ou même égaie à 
cette aliquote. Or il eft évident qu’on prouvera de 
même que l’on ne peut ajouter une partie qui loit la \ 

millième , la millionième , la cent-miilioniéme de EF , 

& ainfi de fuite à l'infini. Il eft donc clair qu’on ne peut 
ajouter une partie , fi petite qu’elle foit , à l’antécédent 
AB , fans rendre la raifon de AB à EF plus grande que 
celle de CD à GH. 
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On démontrera de la même maniéré qu'on ne peut 
ôter aucune partie de AB , fans rendre la raifon de AB 
à EF moindre que celle de CD à GH ; donc la première 
raifon n’eft pas plus grande que la fécondé : d'ailleurs 
elle n’eft pas moindre , comme on vient de le prouver ; 
par confequent elle lui eft égale : ainft on a la propor- 
tion comme dans le premier cas , AB. EF : : CD. GH , 
ou alternando , AB. CD : : EF. GH. Ce qu’il Falloir dém. 

Remarquez que cette /démonftration a lieu , foit que 
les lignes AB & EF foient perpendiculaires dans leurs 
efpaces , ou qu’elles foient obliques , pourvu qu’elles le 
foient également. 

Corollaire" I. 

146. Il fuit de ce Théorème que le produit des li- 
gnes AB & GH eft égal au produit des deux autres EF 
& CD, parce que les deux premières font les extrêmes , 
& les autres font les moyens d’une proportion. Ce n’eft 
qu’une application du Théorème fondamental de l’é- 
galité du produit des extrêmes au produit des moyens , 
qui a toû jours lieu toutes les fois que quatre lignes font 
proportionnelles. Il fufïira d’en avoir averti ici , fans 
qu’il foit néceflàire de le répéter ailleurs. 

Corollaire II. 

Fig.tft. 147. Si deux lignes , comme AB & CD , comprifes 
entre deux lignes parallèles , font coupées toutes deux 
par une troifiéme parallèle EF , elles feront divifaes en 
parties proportionnelles ; c'cft-à-dire, que AE. EB : : CF. 
FD. Car l’efpace parallèle total eft divifë en deux autres 
par la ligne EF. Or la ligne AE eft autant inclinée dans 
l’e/pace fupérieur , que la ligne EB l’eft dans l’inférieur , 
parce que c’eft la même ligne prolongée. Par la même 
raifon les deux parties CF & FD font aufti également 
inclinées chacune dans leur efpace -, par coniéquent , 
félon le Théorème précédent , AE. EB : : CF. FD , ou 
alternando , AE. CF : : EB. FD. 


Digitized by Google 


Livre premier. 

148. On pourroic auffi dire que les deux lignes en- 
tières AB &c CD font proportionnelles aux parties fupé- 
rieures AE & CF , & aux parties inférieures EB & FD. 

Cela fuit évidemment du Théorème , puifque les deux 
lignes entières AB & CD font autant inclinées dans leur 
efpace que les deux parties , Toit fupérieures , foit infé- 
rieures j le font dans le leur. On a donc les proportions 

m AE : : CD. CF, & AB. EB : : CD. FD, ou bien leurs 
alternes. 

ü Afin de ne fe pas tromper dans les proportions que » 
l’on déduit dans ce Théorème & lès Corollaires , ou dans . 
d’autres propofitions qui en dépendent , il faut toujours 
comparer deux lignes également inclinées , l’une avec 
l’autre ; en forte que l’une foit l’antécedent , & l’autre le 
conféquent de la première raifon , & que deux autres 
lignes qui font aufti également inclinées foient l’antécé- 
dent & le conféquent de la fécondé raifon : par exem- 
ple , dans ce fécond Corollaire on a pris AE & EB pour 
les deux termes de la première raifon , parce que la*pre- 
hiiere de ces deux lignes eft autant inclinée que l’autre : 
enfuite on a pris CF Ôc FD pour les deux termes de la fé- 
condé raifon , parce que ces deux lignes font aulïi éga- 
lement inclinées : on peut cependant prendre les propor- 
tions alternes. 

Lorfque l’on choifit pour les deux termes d’une raifon 
des lignes également inclinées , il faut encore prendre 
garde que l’antécédent de la fécondé raifon foit tiré du 
même efpace parallèle que celui de la première : aihfi on 
ne pourroit pas dire que dans la Figure AE. EB::FD. 

CF , parce que FD n’eft pas dans le même efpace paral- 
lèle que le premier antécédent AE. Il faut pareillement 
que les deux conféquens foient dans le même efpace. 

CORO LLAIRE III. 

149. Si deux lignes, telles que FD & EB , com-jjg^ 
prifes dans un efpace parallèle , fe coupent , les par- 
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ties de l'une feront proportionnelles aux parties de l’au- 
tre; en forte qu’on aura la proportion AF. AD; : AE. AI 3 . 
Car ayant tiré la ligne A parallèle aux deux autres FE 8 c 
BD, on aura deux elpaces parallèles , l’un fupérieur , 8 c 
l’autre inférieur. Or la ligne AF eft autant inclinée dans 
fon efpace , que AD dans le lien , puifque ce font les 
deux parties d’une même ligne. Par la même raifon les 
deux lignes AE & AB iontauflî également inclinées dans 
les mêmes efpaces. Par conféquent les deux premières 
lignes AF &c AD font proportionnelles aux deux autres 
AE & AB. « 

1 50. On peut dire aulïi que les deux lignes entières FD 
& ÉB font proportionnelles aux parties fupérieures AF 
& AE , 8 c aux parties inférieures AD 6 c AB Cela vient 
de ce que chaque ligne entière ert autant inclinée dans 
l’efpace total , que fa partie , foit fupérieure , foit infé- 
riaure , l'eft dans le lien. 

Corollaire IV. 

Fig. ^3. 1 J 1 - Si les deux cotez d’un angle, comme BAD , 

font coupez par une ligne , telle que EF parallèle à la 
bafe , c’eft-à dire , à la ligne BD tirée d’un coté à l’autre , 
les deux parties d’un côté font proportionnelles aux par- 
ties de l’autre ;en forte que AE. EB : : AF. FD : car ayant 
mené par le point A une parallèle à la bafe BD , il elt 
clair que les deux lignes AE S: AF font autant inclinées 
dans leur efpace , que EB 8 c FD le font dans le leur ; 
d'où s’enfuit la proportion , AE. EB : : AF. FD , ou alter- 
nando , AE. AF : ; EB. FD. 

1 jz. On peut aufli , comme dans le fécond Corol- 
laire , faire voir que les deux cotez AB Sc AD font pro- 
portionnels aux parties AE & AF , & aux parties EB 6 c 
FD ; en forte qu’011 a les proportions , AB. AE : : AD. 
AF , &c AB. EB : ; AD. FD , tk leurs alternes. 

Corollaire V. 

Flg.fîj. 1/}. Si deux lignes , comme AB & AC, tirées du 
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même point A , font autant inclinées fur la bafe BC ,que 
deux autres lignes DE & DF tirées du point D le (ont 
fur la baie EF , les deux premières feront proportionnel- 
les aux deux autres ; en lorte qu'on aura la proportion , 

AB. DE : : AC. DF. Car Ci on conçoit par les points A 
& D des lignes tirées parallèlement aux bafes , on aura 
deux efpaces parallèles ; 8c les deux lignes AB & AC fe- 
ront autant inclinées dans le premier efpace , que les 
deux lignes DE 8c DF le font dans le fécond ; 8c par con- 
séquent ces quatre lignes feront proportionnelles. C’eft 
par ce Corollaire qu'on démontrera dans la fuite que 
quand les angles d'un triangle font égaux aux angles 
d'un autre , les cotez du premier triangle (ont propor- 
tionnels aux cotez du fécond. C’eft un de* plus beaux 
Théorèmes de toute la Géométrie. 

Corollaire VI. 

154 . Si un angle, comme BAC, a deux bafes pa- Fi g gg 
ralleles BC , EF , elles feront proportionnelles au côté 
entier AB & à la partie AE ; en forte qu’on aura la pro- 
portion , BC. EF : : AB. AE. Pour le démontrer , il n’y 
a qu’à concevoir des lignes tirées par le point B & par 
le point E , qui foient parallèles au côté AC ; ces lignes 
formeront deux efpeces parallèles , un grand & un pe- 
tit : le grand compris entre AC 8c la ligne ponétaée B , 
renferme les lignes AB & BC ; 8c le petit compris entre 
AC & la ligne ponétuée E , renferme les lignes AE 8c EF. 

Or la baie BC eft autant inclinée dans le grand efpace 
que EF dans le petit , puifque ces deux bafes font paral- 
lèles : de même AB eft autant inclinée dans le premier 
efpace que AE dans le lècond , parce que c’eft la même 
ligne prolongée , d’où fuit la proportion , BC. EF : : AB. 

AE , ou bien , en commençant par le côté AB & la par- 
tie aE , AB. AE : : BC. EF , 8c invertendo , AE. AB : : 

EF. BC. 

ijj. On démontreroic de la même maniéré que les 
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bafFs font proportionnelles au côté AC & à fa partie 
AF , en concevant des parallèles au côté AB tirées par le 
point C 8c par le point F. 

Fig. 67. ij 6. On trouve les mêmes proportions dans la Fig. 
6 j , qui n'eft différente de la précédente , qu’en ce que 
les deux bafes parallèles ne font pas du même côté du 
point A , l’une étant au-deffus & l’autre au-defïôus de 
ce point. 

Corollaire VII. 

Fig. 68. iyy. Si un angle , comme BAD , a deux bafes paral- 
lèles BD 8 c EG , & que du fommet de l’angle on tire 
une ligne qui coupe les deux bafes ; les parties de l’une 
feront proportionnelles aux parties de l’autre ; c'eft-à- 
dire , qu’on aura la proportion BC. EF : : CD. FG. Car 
par le Corollaire précédent , BC. EF : : AC. AF , & de 
même , CD. FG : : AC. AF. Voilà donc deux raifons , 
fçavoir , celle de BC à EF , 8 c celle de CD à FG , qui 
font égales chacune à la raifon de AC à AF ; donc ces 
deux raifons font égales entr'elles : ce qui fait la pro- 
portion , BC. EF : : CD. FG , 8 c alternando , BC. CD : : 
EF. FG : d’où il fuit que fi une bafe eft coupée en par- 
ties égales , l'autre l’eft pareillement. 

Fig. 69. 158. Ce que nous avons dit fur la Fig. 68 peut être 

appliqué à la Fig. 69, qui ne différé de la précédente 
qu’en ce que les deux bafes parallèles ne font pas du 
même côré du point A. 

1 J5>. Si du fommet de l’angle qui a deux bafes pa- 
rallèles , on tiroit plufieurs lignes qui coupallènt les ba- 
fes , toutes les parties de l’une feroient proportionnelles 
aux parties correfpondantes de l’autre : par exemple , 
dans la Fig. 77 CE eft à ag , comme EF eft à gh , & 
comme FD eft à hb. 

1 60. Remarquez que fi deux angles qui font fur une 
bafe font égaux à deux angles qui font fur une autre 
. bafe chacun à chacun , les cotez de la première bafe 
feront autant inclinez fur elle que les deux autres co- 
tez 
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tez le font fur la fécondé bafe : par exemple , dans la 
Figure 65 , Il les angles B 8 c C formez fur la bafe BCFig 
font égaux aux deux angles E & F formez fur la bafe EF , 
chacun à chacun ; c’eft à-dire , l’angle B égal à l’angle E , 

& l’angle C égal à l’angle F , pour lors les cotez AB 8 c 
AC feront autant inclinez fur la bafe BC , que les lignes 
DE 8 c DF le font fur la bafe EF. Cela vient de ce que la 
grandeur des angles dépend de l’inclinaifon des lignes. 

Cette remarque fera d’ufage dans la fuite. 

Corollaire VIII. 

161. Si un angle , comme B AD , eft divifé en deux Fig. 70. 
parties égales par la ligne AC , elle coupera la bafe 
BD en deux parties proportionnelles aux cotez de l’an- 
gle j enlorte qu’on aura la proportion BC. DC::BA. 

DA : car fi on conçoit des lignes tirées par le point B 
8 c par le point D parallèles à la ligne AC , on aura 
deux elpaces parallèles , dans un desquels font renfer- 
mées les lignes BC 8 c BA , & dans l’autre DC 8 c DA. 

Or la ligne BC eft autant inclinée dans fon efpace, que 
la ligne DC dans le fien , puifque c’eft la même ligne 
continuée : pareillement la ligne BA eft autant inclinés 
dans le premier efpace , que la ligne DA dans le fé- 
cond , parce que l’angle BAC eft égal par l’hypothefe 
à l’angle DAC, on aura donc par le Théorème fonda- 
mental la proportion BC. DC :: B A. DA, ou eii 
commençant la proportion par les cotez , BA. DA : .• 

BC. DC. 

iéz. Remarquez que fi les deux cotez BA , DA de 
l’angle BAD font égaux , Es d -ux parties de la bafe 
coupés par la ligne AC font égales. Cela fuit de la pro- 
portion , BA. DA : : BC. DC , qu’on vient de prouver 
dans ce Corollaire. En général lorlque les deux pre- 
miers termes d’une proportion font égaux , les deux 
derniers font aufifi égaux entr’eux. Pareillement fi les 
deux antécédens font égaux, les conlequens font égaux 
II. Partit. E 
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66 ELEMENS DE GEOMETRIE, 
entr'eux ; réciproquement fi les deux conféquens font 
égaux , les antécédens le font aufïi : car fans cela le pre- 
mier terme ne feroit pas au fécond, comme le troi- 
fiéme eft au quatrième -, ainfi il n'y auroit pas de pro- 
portion. On peut appliquer cette remarque au fécond , 
troiliéme , quatrième , cinquième , fixiéme Sc feptiéme 
Corollaire. 

THEOREME II. 

163. Lorffne deux cordes d’un cercle fe coupent, les 
parties de l’une font réciproques aux parties de l’autre. 

Fig. 71. Soient les deux cordes AF & DE qui fe coupent au 
point B ; les deux parties BA & BF de la première font 
réciproques aux parties BE & BD de la fécondé ; c’eft- 
à-dire , que BA. BE : : BD. BF. 

Démonstration. 

Si l'on tire les deux lignes AD & EF , les angles DAF 
& DEF feront égaux , parce qu’ils font appuyez fur le 
même arc DF : de même les angles ADE &c AFE font 
aulfi égaux , étant appuyez fur le même arc AE ; ainfi 
en nommant les angles par une feule lettre , les deux 
angles A & D qui font fur la bafe AD font égaux aux 
deux autres E & F , qui font fur la bafe EF chacun à 
chacun. Or la grandeur des angles dépend de l'inclinai- 
fon des lignes ( 1 60.) 5 par confisquent les deux lignes 
BA & BD tirées du point B , font autant inclinées fur la 
baie AD , que les deux lignes BE & BF tirées du même 
point , le font fur la bafe EF : on aura donc , fuivant 
le cinquième Corollaire (155), la proportion , BA. BE : ; 
BD. BF. Ce qu’il falloir démontrer. 

Corollaire I. 

Fi* i 164. Si une des cordes , comme AF j étoit diamètre , 

0 & qu'elle fût perpendiculaire à l’autre corde , la partie 

BE ou BD de cette fécondé corde feroit moyenne pro- 
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portionnelle entre les parties BA 6 c BF du diamètre : 
car par le Théorème : BA. BE : : BD. BF. Or par i’hypo- 
thefè la ligne AF palfc par le centre , & de plus elle efl 
perpendiculaire à la corde DE ; par conféquent cette 
corde efl: coupée en deux parties égales ,(103.) fçavoir, 
BE &c BD ; donc on peut mettre BE à la place de BD 
dans la proportion précédente , 6 c on aura BA. BE : : 
BE. BF ; ainli lorfqu’un diamètre efl perpendiculaire à 
une corde , ou , ce qui revient au même , lorfqu J une 
corde efl: perpendiculaire au diamètre , la moitié de cette 
corde eft moyenne proportionnelle entre les deux par- 
ties du diamètre. 


Corollaire II. 

165. On peut conduire de là , que fi d'un point de 
la circonférence d'un cercle on tire une perpendiculaire , 
comme EB fur le diamètre AF , elle fera moyenne pro- 
portionnelle entre les deux parties B A , BF du diamètre: 
car cette perpendiculaire efl: la moitié d'une corde per- 
pendiculaire au diamètre ; par conféquent elle elfc 
moyenne proportionnelle entre les deux parties du dia- 
mètre. C'eft une propriété remarquable du cercle. 

THEOREME III. 

1 66. Deux fée ante s extérieures étant tirées du même 
point & prolongées jufqua la partie concave de la circon- 
férence j une fée ante entière & fa partie hors du cercle 
font réciproques kl’ autre fée ante entière & à fa partie hors 
du cercle. 

Soient les fécantes extérieures B A & BD tirées du pi°-.7j. 
même point B , & prolongées jufqu'en A Sc D : il faut 
prouver que la fécante BA & fa partie extérieure BE 
font '.réciproques à l'autre iécante BD & à fa partie ex- 
térieure BF ; c’eft-à-dire , que BA. BD : : BF. BE. On 
peut auffi exprimer cette proportion , en difanr que 
les deux fécantes extérieures font entr'elles récipro- 
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quemcnt comme leurs parties hors du cercle. 

Démonstration. 

Ayant mené les cordes AF & DE , les angles p Sc o 
ou AFD Sc AED font égaux , parce qu’ils font appuyez 
fur le même arc AD ; il faut donc que leurs fupplémens 
s Sc r ou BFA 8c BED foient aulli égaux. Pareillement 
les angles A & D font égaux , puifqu’ils lont appuyez 
fur le même arc EF ; ainli les angles A Sc s formez fur 
la bafe AF font égaux aux angles D &: r formez fur la 
bafe DE ; donc les lignes BA & BF tirées du point B , 
font autant inclinées fur la bafe AF , que les lignes BD 
Sc BE tirées du même point le font fur la bafe DE ( 1 60.); 
donc par le cinquième Corollaire du premier Théorème , 
on aura la proportion, BA. BD : : BF. BE. Ce qu’il fal- 
loir démontrer. 

Corollaire I. 

1 

Fi». 74. i 67. Si une tangente , comme BD, Sc la fécante BA 
font tirées du même point B , la tangente fera moyenne 
proportionnelle entre la fécante BA & fa partie exté- 
rieure BE. Pour entendre la raifon de ce Corollaire , il 
faut recourir à la Figure du Théorème , Sc concevoir 
que la ligne BA demeurant immobile, on en éloigne le 
côté BD en le faifant tourner autour du point B : il eft 
facile ù’appercevoir que dans cette hypothefe les points 
D & F s’approchent l’un de l’autre , la proportion du 
Théorème demeurant toujours vraie. Or dans l’inftant 
que la ligne BD devient tangente, le point D & le poinc 
* Fié confondent , Sc la ligne BF devient égale à BD ; on a 
donc pour lors cette proportion BA. BD : : BF ou BD. BE. 

Voici une fécondé démonftration plus géométrique 
8c toute femblable à celle du Théorème. 

Ayant tiré les cordes AF Sc DE , l’angle du grand 
legment BDA ou BFA a pour mefure la moitié de l’arc 
DEA foutenu par la corde AD (izp). Or l’angle BED 
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a auflî pour (a mefurc la moitié du même arc DEA 
fyjo.); ainfi les deux angles BFA & BED (ont égaux 
entr'eux. Pareillement l'angle A & l'angle du petit feg- 
ment BDE (ont égaux , parce qu'ils ont pour mefure la 
moitié de l'arc DE ou FE ; ainfi , comme dans la dé- 
monftration du Théorème, les deux angles A & BFA 
formez fur la bafe AF font égaux aux angles BED & 
iBDE formez fur la bafe DE ; donc les lignes BA 8 c BF 
ou BD font autant inclinées fur la bafe AF , que les li- 
gnes BD 8 c BE le font fur la bafe DE ; par conféquent ou 
aura la proportion , BA. BD : : BF ou BD. BE. Ce qu'il 
fâlloit démontrer. 

Corollaire II. 

168. Si la partie intérieure E A de la fécante B A eft 
égale à la tangente , cette fécante fera divifée en moyen- 
ne & extrême raifon au point E : car par le Corollaire 
précédent on a la proportion , B A. BD : : BD. BE : donc 
mettant EA à la place de BD qui lui eft fuppoféc égale , 
la proportion fera BA. EA : : EA. BE : donc la fécante 
fera divifée en moyenne & extrême raifon au point E. 

Corollaire III. 

169. EA étant toujours fuppofée égale à la tangente 
BD , fi on prend BG égale à la partie BE de la fécante ; 
la tangente fera divifée en moyenne 8 c extrême raifon 
au point G : c’eft à-dire , qu’on aura la proportion BD. 
BG : : BG. GD : car puifque la partie intérieure EA de la 
fécante eft égale à l'a tangente , on a déjà BA. EA : : EA. 
BE. Donc dividendo , BA — EA. EA : : EA — BE. BE. 
Or BA — EA=BE : 8 c par la conftruébion BE=BG. 
Par conféquent on aura BG. EA : : EA — BG. BG. D’ail- 
leurs par l’hypothefe EA=cBD. Donc BG. BD : : BD — . 
BG. BG. Or BD — BG— GD. Ainfi la derniere propor- 
tion fe réduit à celle-ci BG. BD : : GD. BG , ou bien û.- 
vtrtendo , BD . BG : : BG . GD. 

E iij 
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Si on veut retenir cette démonftration , il faut pren- 
dra garde qu’elle dépend du chang ment appelle divi- 
dende , & de la fubftitution de certaines lignes à la place 
d'autres qui font égales à celles que l’on fubftituë. 

On peut auffi couper la tangente BD en moyenne & 
extrême raifon d’une autre manière , en tirant la ligne 
EH parallèle à AD : car pour lors à caufe des parallèles 
AD & EH le rapport de BH à HD fera égal ( i y i .) à 
celui de BE à EA. Ainll puifquc la fécantc BA eft divi- 
fée en moyenne -St extrême raifon au point E , la tan- 
gente BD eft pareillement divifée en moyenne & extrê- 
me raifon au point H , en forte que BD . HD : : HD . BH. 

PROBLEME I. 

7 b 170. Trois lignes , comme A , B , C > étant données, 
trouver une qvairéme pro or' tonnelle D. 

Tirez deux lignes indéfinies telles que EH & EK qui 
fafîènt tel angle qu’il vous plaira ; prenez fur une de ces 
lignes la partie EF égale à la ligne donnée A , &c fur l’au- 
tre la partie EG égale à la fécondé ligne B ; tirez la ligne 
FG : prenez enfuite fur la ligne EF prolongée tant qu’il 
fera befoin , la partie FH égale à la troiüémc ligne C 
qui eft donnée, & tirez HK parallèle à FG , la ligne GK 
renfermée entre les deux parallèles FG & HK fera la qua- 
trième proportionnelle cherchée ; car à eau le des paral- 
lèles FG , HK , on a la proportion (1 y 1 .) EF . EG : : FH. 
GK , ou bien A . B : : C . D. 

PROBLEME II. 

1 7 1 . Deux lignes , comme A & B , étant données , trou- 
ver une tro’Jîe'me proportionnelle <jue nous nommerons encore 
D ; en forte eju’on ait la proportion A . B : : B . D. 

Ce problème fe réfout de la même maniéré que le 
premier , avec cette différence que la troifiéme ligne 
FH de la Figure 7 y , doit être égale à la fécondé EG ; 
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& alors la ligne GK comprife entre les deux parallèles eft 
la troifiéme proportionnelle cherchée. 


PROBLEME III. 

171. Deux lignes , comme A ç-rC, étant donnée s , Fig. 76. 
trouver une moyenne proportionnelle entre ces deux lignes 
données. 


Tirez une ligne indéfinie telle que DF , fur laquelle 
prenez DG égale à la ligne donnée A Sc la ligne GF 
égale à la ligne donnée C ; divifez la (omme DF en deux 
également au point O ; & de ce même point comme 
centre , & de l’intervalle OD , décrivez un cercle : en 
fuite du point G élevez la perpendiculaire GE jufqu’à 
la circonférence ; elle fera la moyenne proportionnelle 
cherchée entre A & C. 

C'eft une fuite évidente du fécond Corollaire (i 6 y) 
du Théorème fécond. 

PROBLEME IV. 

173. Divifer une ligne donnée en des parties femblables 

ou proportions lies à celles d’une autre Igné donnée. p^ ^ 

Soit la ligne CD divifée en trois parties : fçavoir , 

CE , EF , FD ; foit auflfi donnée la ligne droite AB qu’il 
faut divifer en parties femblables à celles de CD. Tirez 
la ligne ab égale à AB & parallèle à CD : enfuite par les 
extrêmitez de la ligne donnée CD , & celle de la paral- 
lèle ab , tirez deux lignes , lefquelles iront fe rencontrer 
dens un point comme K : enfin mepez de ce point K des 
lignes droites au point de divifion de la ligne donnée 
CD ; elles couperont la parallèle égale à AB en parties 
proportionnelles ou femblables à celles de la ligne don- 
née CD. 

Cette pratique a été démontrée dans le feptiéme Co- 
rollaire (1J9.) du premier Théorème. 

1 74. On peut par ce problème divifer une ligne don- 

E iv 
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7 Z ElEMENS DE GEOMETRIE, 
née en tant de parties égales qu'on voudra : fuppofons , 
par exemple , qu’on veuille divifer la ligne AB en cinq 
parties égales , il faut tirer une ligne droite indéfinie , 
Fig- 78. telle que MN , fur laquelle vous prendrez avec ie com- 
pas cinq parties égales de quelle grandeur vous vou- 
drez , telles que MC , CD , DE , EF , FG ; enfeite vous 
tirerez la ligne ab égale à AB qui foit parallèle à la ligne 
indéfinie MN : & faites le refte comme dans le Problè- 
me. Il eft évident que la ligne ab fera partagée en cinq 
parties égales. 

PROBLEME. V. 


Fig- ?9’ j 7 Couper une ligne , comme BD , en moyenne & ex- 
trême raifen. 

Sur une extrémité de la ligne donnée BD , par exem- 
ple , fur l’extrémité D , élevez la perpendiculaire CD 
égale à la moitié de la ligne BD : enfuite du point C 
comme centre 8c de l’intervalle CD, décrivez une cir- 
conférence - y 8c puis de l’autre extrémité B de la ligne 
donnée BD , tirez la fécante BA qui pafïè par le centre 
du cercle , & coupe la circonférence au point E : pre- 
nez BG égale à la partie extérieure BE de la fécante. Je 
dis que la ligne BD fera coupée en moyenne & extrême 
raifon au point G ; c’eft-à-dire , qu'on aura la propor- 
tion BD . BG : : BG . GD. 

Pour démontrer cette proportion , il faut remarquer 
1 °. Que la ligne BD eft une tangente (1 iz) , puifqu’clle 
eft par la conftruétion perpendiculaire à l’extrémité du 
rayon CD. z°. Que la fécante B A palfant par le centre, 
la partie intérieure EA eft un diamètre , & par confë- 
quent double du rayon CD. Or par la conftruétion la 
tangente BD eft auftl double de la perpendiculaire CD , 
donc la partie intérieure EA de la fécante eft égale à la 
tangente BD ; d’où il faut conçlurre , fuivant ce que 
nous avons dit (1 69) , que la tangente BD eft coupée en 
moyenne & extrême raifon au point G. 


Digitized by Google 


Pl. IV page 72 



NAPOl 


Digitized by Googli 


75 

îlr d/ Vif yîr ily xtr TÎf iîf iîr Vtr Vtr Vîf d/ Vîr \Iy 

njhnîhnîh. 

i^TÂJî^fu ï^uvîuuKî tjîu z^u vju ijjyzA5?Ar 

iji j|i JJ\ Jj\. /J\ iji ijt ij\ iji iji ijt ijl iJV/JiijL 

LIVRE SECOND. 

DES SURFACES ET DES FIGURES 

PLANES. 

F Igure en général eft un efpace renfermé de 
tous cotez. Il y en a de deux fortes ; les unes font 
terminées par des lignes -, les autres font termi- 
nées par des furfaces ; celles-ci font des folides dont nous 
parlerons dans le troifiéme Livre ; les autres qui font 
terminées par des lignes font des furfaces dont nous de- 
vons traiter ici. Or on diftingue trois efpeces de ces fi- 
gures , les planes , les courbes . Sc les mixtes. 

i. Les figures planes font celles dont tous les points 
ne font ni plus élevez , ni plus enfoncez les uns que les 
autres : telle eft fenfiblement la furface des miroirs or- 
dinaires. Voici une autre définition plus exaéte : la fi- 
gure plane eft celle fur laquelle une ligne droite étant 
appliquée ou couchée de quelque maniéré que ce foit , 
tous fes points touchent la furface plane. On fuppole 
ici que la ligne droite n’eft pas prolongée au-delà de la 
furface. ' 

5 . Les figures courbes font celles dont les points font 
inégalement élevez ou enfoncés : telle eft la furface d’une 
boule. 

4. Les figures mixtes font celles qui font en partie 
t planes , & en partie courbes. 

y. Les figures planes , qui font les leules dont nous 
parlerons dans ce fécond Livre , font encore de trois 
fortes ; les reûilignes qui font terminées par des lignes 
droites ; les curvilignes , qui font terminées par des li- 
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74 ElEMENS DE GEOMETRIE, 
gnes courbes ; & enfin les mixtiügnes , qui font termi- 
nées par des lignes dont les unes (ont droites , & les au- 
tres courbes. 

6. Remarquez donc qu’il y a dç la différence entre 
une furface ou fuperficie courbe , & une fuperficie cur- 
viligne; puifqu’une furface plane peut être curviligne , 
quoiqu'elle ne puiflè être courbe : un cercle , par exem- 
ple , eft une furface curviligne , quoiqu'elle ne (oit pas 
courbe. 

Dans les figures reétilignes aufquelles on peut rap- 
porter les deux autres efpcces de figures planes , il y a 
trois chofes principales à confiderer , les cotez , les an- 
gles & la furface. Nous confidererons d’abord les figu- 
res par rapport aux cotez & aux angles qu'ils forment , 
& enfuite par rapport aux furfaces que ces cotez ren- 
ferment. 

DES FIGURES PLANESs 
confédérées félon leurs cotez & leurs angles. 


Si une figure n’eft terminée que par des lignes droi- 
tes , il faut qu’il y en ait au moins trois ; c’eft pourquoi 
l’angle n’eft pas une figure. 

7 . On a donné aux figures rectilignes les plus /im- 
pies certains noms qu’il ne faut pas ignorer ; la figure 
de trois côrez s’appelle triangle , celle de quatre s’ap- 
pelle quadrilatère ; celle de cinq s’appelle pentagone , 
celle de fix , exagone , celle de fept , eptagone , celle de 
huit , oélogone , celle de neuf, enneagone , celle de dix , 
de agone , celle de onze , endecagone , celle de douze . 
dodécagone , celle de mille , chïiogone , celle de dix mille , 
myriogone , celle de plufieurs cotez fe nomme indéfini- 
ment polygone. 

S. Une figure cft régulière ou irrégulière. La régulière 
eft celle dont tous les cotez 8c les angles font égaux. La 
figure irrégulière eft celle dont tous les angles ou tous 
les cotez ne font pas égaux. 
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Ç).' Quand on compare deux figures enfemble , fi les 
angles de l’une four égaux aux angles de l'autre , cha- 
cun à chacun , elles font nommées équiangles : fi de 
plus les cotez homologues ou correfpondans font pro- 
portionnels , on appelle ces figures femblables. Ainfi 
toutes les figures femblables font équiangles : mais nous 
prouverons dans la fuite (y z.) que les figures équiangles 
ne font pas toujours lemblablcs. Si les cotez comparez 
font égaux aulli- bien que les angles, les figures font 
appeilées to res égales , ou égales en tout , ou parfaite- 
ment 'gales. 

i o. De toutes les figures curvilignes , nous ne confi- 
dererons dans ces Élémens de Géométrie que le cercle ; 

& des figures mixtilignes , nous ne parlerons que de 
celles qui ont rapport au cercle : telle eft celle qu’on 
nomme fegment dont nous avons donné la notion ( Liv. 

I. Art. i z i . ) , & celle qu’on appelle feEleur de cercle. 

1 1 . Un feéleur de cercle eft une certaine portion de Fig. *. * 
cercle comprifè entre deux rayons , & l’arc terminé par 
ces deux rayons : par exemple , l’efpace marqué par A. 

AVERTISSEMENT. Lorfque dans ce fécond Livre , 
on citera quelque article du premier , oiî mettri entre 
deux parentefes Liv. I. Art. & enfuite le nombre de l’Ar- 
ticle cité: par exemple pour citer l’Art, i yo du premier 
Livre, on mettra ( Liv. I. Art. iyo. ) Mais quand oi\ 
voudra citer un article de ce fécond Livre , on mettra 
feulement le nombre de l’article cité , comme on l’a fait 
dans le premier Livre. On obfervera la même choie dans 
le troifiéme Livre ; c’eft-à dire , que quand on voudra 
citer un article du premier ou du fécond Livre , on 
mettra entre deux parentefes Liv. I. Art. ou Liv. II. Arr. 
mais lorfqu’il s’agira de citer un article du troifiéme 
Livre , ou marquera feulement le nombre de l’article 
jciré, 
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DES TRIANGLES. 

1 1. Dans tout triangle il y a trois cotez & trois an- 
gles. On prend ordinairement pour bafe du triangle le 
côté inférieur ; mais on peut prendre pour bafe tout 
autre côté du triangle ■> par exemple , le côté AC eft la 
l °' l ' bafe du triangle ABC : mais cela n'empêche pas que l’on 
ne puiffe aulîi confidérer le côté AB ou le côté BC com- 
me bafe. 

• i j. La ligne perpendiculaire qu’on mene de la pointe 
d’un angle fur la bafe , fe nomme la hauteur du trian- 
gle : telle eft la ligne BH. Il peut arriver que cette per- 
pendiculaire tombe en dehors du triangle ; & pour lors, 
afin d’avoir la hauteur } il faut prolonger la bafe du 
côté où tombe la perpendiculaire : par exemple , fi du 
point E du triangle DEF , on abbaifloit la perpendicu- 
ïig.j. laire EH fur la bafe DF ; il eft clair qu’elle tomberoit en 
dehors du triangle , & qu’il faudroit prolonger cette 
bafe au-delà du point D , afin que la perpendiculaire 
la rencontrât. 

1 4. Le triangle peut être confideré ou par rapport à 
fes côtez , ou par rapport à fes angles : fi on le confidere 
par rapport à fes côtez , il y en a de trois cfpeces : car 
ou fes trois côtez font égaux , & on l’appelle équilatéral j 
tel eft le triangle ABC , Fig. i ; ou il n’a que deux cotez 
égaux , comme dans la Fig. 4 , & on l’appelle tfecele ; 
ou bien enfin fes trois côtez font inégaux , comme dans 
la Fig. y , & on l'appelle fcalene . 

15. Lorfque le triangle eft confideré par rapport 
aux angles , on en diftingue encore de trois fortes ; le 
triangle reftangle qui a un angle droit ; tel eft le trian- 
gle MNO Fig. y ; Vamblygone ou obtufangle qui a un an- 
gle obtus ; tel eft le triangle EDF Fig. 3 ; & l’oxygone 
ou acutangle qui a fes trois angles aigus , comme dans 
la Fig. 1 j ou dans la Fig. 4. Le triangle amblygone & 
le triangle oxygone font aulîi appeliez olliquanglej , 
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W parce que tous les angles font obliques. 

Nous démontrerons dans la fuite , qu’il eft impoili- 
ble qu’il y ait dans un triangle deux angles qui foienc 
ou tous deux droits , ou tous deux obtus , ou un droic 
de un obtus. 

Nous fuppofons i °. qu’il fe peut toujours faire qu’une 
circonférence paflè par les fommets des trois angles de 
chaque triangle : cela fuit évidemment de ce qu’on peut 
décrire une circonférence qui paflè par trois points don- 
nez , pourvu qu’ils ne foient pas en ligne droite ( Liv. 

L Art. 3 z ). 

Nous fuppofons z°. qu’on peut confidérer les deux 
cotez de chaque triangle comme renfermez dans un ef- 
pace parallèle en tirant par le fomraet une ligne parallèle 
à la bafe , comme dans la Fig. 7. Cela pofé , l’on dé- 
montre facilement le Théorème fuivant, qui eft un 
des plus beaux & des plus utiles de toute la Géométrie. 

Theoreme premier et fondamental. 

1 6. Les trois angles d’un triangle pris enfemble font 
égaux à deux angles droits , ou, ce qui eft la même cho- 
ie , ces trois angles ont pour mefure la demi-circonférence. 

Demonstr ation. 

Par la première fuppofition , tout triangle , comme Fig. s. 
ABC , peut être conçu inferit dans un cercle ; alors 
l'angle A aura pour mefure la moitié de l’arc BC , l’an- 
gle B aura pour mefure la moitié de l’arc CA , & l'an- 
gle C aura pour mefure la moitié de l’arc AB ( Liv. I. 

Art. 1 24). Or ces trois arcs font la circonférence entière ; 
donc les trois moitiez de ces trois arcs , font la demi- 
circonférence ; par conféquent les trois angles du trian- 
gle pris enfemble , ont pour mefure la demi-circonfé- 
rence ; ils font donc égaux à deux angles droits. Ce qu’il 
falloir démontrer. 

On peut encore démontrer ce Théorème de la maniéré 
fuivante. 
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78 E LE ME NS DE GEOMETRIE. 

Fig. 7- Tirez par le point C une ligne DE parallèle à la baie 
AB ; alors les deux angles alternes a & A formez par l'o- 
blique CA , entre les parallèles feront égaux : pareille- 
ment les deux angles alternes b & B formez par l’obli- 
que CB , feront auiïi égaux. Or les trois angles a , C , b 
pris enfemble font égaux à deux angles droits ( Liv. I. 
Art. j 7. ) ; par conféquent. Il à la place des deux angles 
a & b , on prend les deux autres A & B qui leur (ont 
égaux ; les trois angles A , C , B pris enfembie valent 
auiïi deux angles droirs. 

Ce Théorème eft la fameufe trente-deuxième propofi- 
tion du premier Livre d’Euclide. 

Corollaire I. 

Fig. 8 . 17- Si on prolonge un des cotez , comme AB , d’un 

triangle , l’angle extérieur CBD ou g fera égal aux deux 
intérieurs oppofez m &c 0 pris enfemble : car l’angle ex- 
térieur g joint à l’angle n vaut deux angles droits (Liv. I. 
Art» 5 4). De même les angles m & 0 joints au même an- 
gle n , valent aulïî.deux angbs droits ( r G). Par confé- 
quent l’angle extérieur g eft égal aux angles intérieurs 
oppofez ru & 0 pris enfemble. On peut prouver de la 
même maniéré qu’en prolongeant le côté BC , l’angle 
extérieur ACI} ou h eft égal aux deux intérieurs oppofez 
m &c n pris enfemble. Pareillement , lî on prolonge le 
côté CA , l'angle extérieur BAF ou k , fera égal aux deux 
intérieurs 0 &c n. 

Corollaire II. 

1 8. Dans chaque triangle , dès que l’on connoît deux 
angles , on peut facilement connoître le troifiéme : car 
le troilléme eft toujours le fupplément à iSo degrez; 
par exemple , fi l’on connoît deux angles , dont l’un 
ïoit de 40 degrez , & l’autre de 80 , on eft afturé que le 
troifiéme eft de 60 degrez , parce que les deux premiers 
pris enfemble , valent 1 20 degrez : or le fupplément de 
120 degrez à 180 eft Go. 
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19. Si dans un triangle on ne connoît que la valeur 
d’un angle , on pourra bien connoître la fomme des 
deux autres angles j mais on ne pourra connoître la va- 
leur de chacun en particulier : ainfi fi l’angle connu 
étoic de j o degrez , on fçauroit bien que la lomme des 
deux autres eft de 130 degrez ; mais on ne connoîtroic 
pas de combien de degrez feroient l’un & l’autre de ces 
deux angles féparément. 

CoRO L L A I R E III. 

1 o. Lorfque deux angles d’un triangle font égaux à 
deux angles d’un autre triangle chacun à chacun , ou 
que la lomme des deux dans le premier eft égale à la 
fomme des deux dans le fécond , pour lors le troilîéme 
angle du premier triangle eft égal au troilîéme angle du 
fécond. Et fi un angle du premier triangle eft égal à un 
angle du fécond , la lomme des deux autres dans le pre- 
mier eft égale à la fomme des deux autres dans le fé- 
cond. Cela paroît clairement , tant par le Théorème 
fondamental , que par ce que l’on vient de dire dans 
les deux articles qui précèdent ce troifiéme Corollaire. 

Corollaire IV. 

11. Chaque triangle ne peut avoir qu'un angle droit, 
ou un feul obtus ; de forte que fi un angle eft droit ou 
obtus , les deux autres font néceftairement aigus : autre- 
ment les trois angles pris enfemble , feroient plus grands 
que deux angles droits. 

THEOREME II. 

2 a. Lorfque dans un triangle il y a des cotez, égaux , les 
angles oppofefà ces cotez, font anjfi égaux ; & réciproque- 
ment s’il y a des angles ég.tux , les bafes ou cotez, oppofez. 
font égaux. 
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Démonstration. 

Fig. 6. Soit le triangle ACB , dont le côté AC foit fuppofe 
égal au côté BC ; je dis i que l'angle en B oppofé au 
côté AC eft égal à l’angle en A oppofé au côté BC :.car 
les cotez AC & BC étant égaux , les arcs AC & BC qui 
font foûtenus par ces cotez , feront égaux , parce que 
les cordes égales foûtiennent des arcs égaux ; donc la 
moitié de l’arc AC , eft égale à la moitié de l’arc BC : 
or ces moitiez font les mefures des angles en B & en A 
(Liv. I. Art. 1 14 .) ; donc ces angles font égaux. Ce qu’il 
falloir démontrer en premier lieu. 

II. Partie. Si l’angle en B eft égal à l’angle en A, 
les cotez oppofez AC 8c BC font égaux : car fi les deux 
angles en B & en A font égaux , leurs mefures , c’eft-à- 
dire j la moitié de l’arc AC , 8c la moitié de l’arc BC 
font égales ; donc les arcs entiers AC 8c BC font auffi 
égaux. Or les arcs égaux font foûtenus par des cordes 
égales ; donc les cordes ou cotez AC & BC font égaux. 
Ce qu’il falloit démontrer. 

Il eft évident , que fi les trois cotez d’un triangle 
étoient égaux , les trois angles fèroient aulfi égaux ; 8c 
que fi les trois angles étoient égaux , les trois cotez le fè- 
roient auffi. ' 

THEOREME III. 

1 }. Lorfque dans un triangle il y a des côtef inégaux , 
le plus grand ang'e eft oppofé au plus grand côté , & le 
plus petit angle efl oppojé au moindre côté. 

Démonstration. 

Fig. e. Si dans le triangle ACB l’angle en A eft plus grand 
que chacun des deux autres , le côté BC qui lui eft 
oppofé eft le plus grand de tous : car fi l’angle en A 
eft plus grand , il faut que l’arc BC dont il a la moitié 
pour mefure , foit auffi plus grand que chacun des arcs 
AB & AC j & par conféquent la corde ou le côté BC 

fera 
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? tr -> plus grand que les autres cotez. Ce qu’il falloir dé- 
montrer. 

• On prouvera de même , que fi l'angle en C eft le 
plus petit , le côté oppofé AB eft auflï moindre que 
chacun des cotez AC & BC. > 

THEOREME IV. 

14. Lorsqu'un triangle eft ifocele ,ft du fommet de l’an- 
gle compris entre les Cotez, égaux , on abbaijfe une perpen- 
diculaire fur la bafe : 1 0 . Cette bafe ftra coupée en deux 
parties égales, z 0 . L’a gle compris entre les cotez, égaux 
fera aujft partagé également. 

Soit le triangle ifocele ACB , & que du fommet de 
l'angle C , on tire la perpendiculaire CD fur la bafe Fig. 
AB ; je dis 1 °. Que cette perpendiculaire coupe la bafe 
en deux parties égales, z 0 . Qu'elle partagé auflï l’angle 
C en parties égales. Pour le démontrer , il faut du point 
C comme centre 6 c de l’intervalle CA ou CB décrire une 
circonférence , 6 c prolonger la perpendiculaire CD juf- 
qu’à la rencontre de la circonférence en E : cela pôle , 
le Théorème eft facile à prouver. 

De m onstration. 

I. Partie. La bafe AB eft une corde du cercle donc 
le point C eft le centre , & par conféqucnt la ligne CD 
qui eft fuppofée perpendiculaire à la corde , la coupe 
iiéccflàirement en deux parties égales (Liv. I. Art. 103). 

II. Partie. La perpendiculaire CDE étant tirée du 
centre , & coupant la corde AB en deux parties égales , 
coupe auflï ( Liv. I. Art. 104. ) l’arc AEB , foûtenu par 
la corde en deux parties égales , fçavoir AE 6 c BE. 

Or AE eft la mefure de l’angle ACE , 6 c BE eft la me- 
fure de l'angle BCE ; donc ces angles font égaux : ainfi 

» la perpendiculaire coupe l’angle C en deux parties éga- 
ies. Ce qu’il falloir démontrer. 

II. Partie . F 
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Corollaire. 

i j. Si on tire du point C une ligne qui divife l'angle 
C en deux parties égales , il eft clair qu'elle ne différera 
pas de la perpendiculaire CD ; par conféquent fi une 
ligne divife en parties égales l’angle compris entre les 
cotez égaux d'un triangle ifocele , elle fera perpendi- 
culaire à la bafe. Il eft évident par la même raifon , que 
fi une ligne tirée de cet angle coupe la bafe en parties 
égales , elle fera perpendiculaire à la bafe. 

16, O n peut diftinguer fix chofes dans un triangle ; 
fçavoir trois çôtez & trois angles : mais parce que deux 
angles étant donnez 6 c déterminez , le troifîéme l’eft 
aulli ; il luffira de conlidérer ici cinq chofes ; fçavoir , 
trois cotez 6 c deux angles. Or fi dans un triangle , 
trois de ces cinq chofes font égales aux trois correfpon- 
dantes dans un autre triangle , les deux triangles font 
égaux en tour. 

Il y a quatre cas. i ° . Ou bien un des cotez d’iïn 
triangle , & les deux angles fur ce côté font égaux à 
un côté d’un autre triangle , 6c aux deux angles fur ce 
côté. z°. Ou deux cotez &c un angle compris entre ces 
cotez du premier triangle , font égaux à deux cotez 6 c 
à un apgle compris entre ces cotez du fécond. }°. Ou 
bien deux cotez &c un angle oppofé à un de ces cotez 
dans le premier triangle font fuppofez égaux à deux co- 
tez &c à un angle oppofé à un de ces cotez dans le fé- 
cond triangle. 4 0 . Enfin il peut arriver que les trois 
cotez du premier triangle foient égaux aux trois cotez 
d'un autre triangle , chacun à chacun. 

Nous allons démontrer dans les quatre Théorèmes 
fuivans s qu’en tous ces cas , les deux triangles font 
égaux , en obfèrvant néanmoins que dans le troifîéme 
cas , il faut encore fuppofer , que l’autre angle fur la 
bafe du premier triangle , eft de même efpece que for» 
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«orrefpondant dans le fécond triangle , comme on le 
verra dans le fepçiéme Théorème. 

THEOREME V. 

17. Si un côté , comme bc du triangle b a c efl égal au . 
côté BC du triangle BAC , & que les deux angles b & c IO * 
fur le premier côté,foient égaux aux angles B & C fur 
l'autre coté , les deux tri ngles feront égaux en tout. 

Démonstration. 

Qu’on conçoive le côté bc appliqué fur le côté BC, 
le point b fur le point B , & le point c fur le point C. 

puifque les angles b & B font égaux , le côté ba fera 

pofé fur le côté BA ; & de même le côté ca fera appli- 
qué fuc le côté CA , parce que les angles c & C font * r 

égaux ; par conféquent les deux cotez ba &c ca iront fe 
réunir au même point que les deux autres cotez BA & 

ÇA ; donc les deux triangles conviendront entièrement j 
ainfi ils feront parfaitement égaux ou égaux en tout , 
c’eft-à-dire , quant aux angles , aux cotez Sc aux efpa- 
aÇS. Ce qu’il falloir démontrer. 

* Cette maniéré de prouver l’égalité de deux figures 
en concevant que l’une eft appliquée fur l’autre , s’ap- 
pelle démonftration par fuperpcftion. 

Les deux cotez bc & BC étant toujours fuppofez 
égaux , fi' les deux angles b & a étoient égaux aux angles 
correfpondans B & A , les triangles feroient parfaitement 
égaux ; parce que pour lors l’angle c feroit égal à l’autre 
angle C : ainfi les deux angles fur le côté bc feroient 
égaux aurdeux angles fur le coté BC : ce qui reviendroit 
au cinquième Théorème. 

18. Remarquez qu’il peut arriver que deux triangles pjg II<; 
ioient inégaux , quoiqu'un côté du premier foit égal à 

un côté du fécond , & que les trois angles de l'un , foient 
égaux aux trois angles de l'autre , fi ces angles égaux ne 
{ont pas correfpondans : par exemple , dans les deux 
triangle* BAC & BDC , le côté BC efl commun aux 

Fij 
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deux triangles , & par conféquent il eft égal de part Si 
d'autre : il en eft de même de l'angle’C : d'ailleurs , il fo 
peut faire que l'angle A du grand triangle foit égal à 
l’angle DBC du petit , & que par conféquent l'angle 
ABC du grand , foit égal à l’angle BDC du petit. 

THEOREME VI. 

Fig. io. 2 y. Si deux côtez , comme ab & ac , du triangle abc , 

font égaux aux côtcf AB & AC du triangle ABC , & que 
de p ! us V angle a compris entre les deux premiers cotez, foit 
égal à l'angle A compris entre les deux autres côtez , les 
deux triangles feront égaux en tout. 

Démonstration. 

Qu’on conçoive le côté ab du premier triangle ap- 
pliqué fur le côté AB de l’autre ; en forte que le point 
a foit fur le point A; il faut, à caufe de l’égalité des deux 
■angles a Si A , que le côté ac foit pofé fur le côté AC , 
dans cette hypothefe le point b tombera fur le point B , 
Sc le point c fur le point C , parce que les deux cotez ab 
Sc ac font égaux aux côtez AB Sc AC ; par conféquent 
la bafe bc conviendra avec la bafe BC , Sc les deux trian- 
gles conviendront entièrement; donc ils feront égaux en 
tout. Ce qu’il falloit démontrer. 

THEOREME VII. 

Fig. 12. jo. Si les deux côtez ab cr ac du trang'e abc font en- 
core égaux aux côtez AB & AC du triangle ABC , & que 
l'angle b oppofé au côté ac , foit égal h l'angle B oppofé au 
côté AC ; fi de plus , les angles c & C oppofez aux autres 
côtez ab & AB font de môme efpece , e’e jl-à-dire , ou tous 
deux aigus ou tous deux obtus , fans les fuppofer égaux • 
pour lors les deux triangles feront égaux en tout. 

Démonstration. 

> Qu’on conçoive le côté ba pofé fur le côté BA , eq 
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forte que le point b foie fur le point B , 8c le point a fur 
«jè point A ; pour lors la bafe ic fera appliquée fur la baie 
BC , à caufè de l'égalité des angles b & B : mais comme 
les bafes n’ont point été fuppofées égales, il faut démon- 
trer que le point c tombera fur le point C : pour cela 
il faut tirer du point A la perpendiculaire AD fur la baie 


BC prolongée s’il eft néceflaire. Cela pofé , je raifonne 
ainli : Les lignes ac 8c AC feront toutes les deux du 
même côté de la perpendiculaire, ou la première d’un 
côté 8c la féconde d’un autre. Or ce Iccond cas eft im- 


poflîble : car fi la ligne ac tomboit , par exemple , à la 
gauche de la perpendiculaire , en forte que fon extré- 
mité c fût fur le point E , tandis que la ligne AC eft à la 
droite , il eft vifible que l’angle acb ou AEB ferait ob- 
tus , & l’angle ACB aigu : ce qui eft contre l’hypothefe , 
puifque ces deux angles font fuppofez de même efpece ; 
par conféquent il eft néceflaire que les deux lignes ac 8c 
AC foient du même côté de la perpendiculaire. Mais 
d’ailleurs ces deux lignes font des obliques égales , ainfi 
elles doivent être également éloignées de la perpendicu- 
laire : donc ac tombera fur AC ,8c le point c fur le point 
C; ainfi les deux triangles conviendront parfaitement ; 
par conféquent ils féront égaux en tout. Ce qu’il fal. dem. 

3 i. Remarquez que fi les deux angles b 8c B , que 
l’on a fuppofez égaux , étoient droits ou obtus , pour 
lors les deux angles c 8c C feraient aigus , ic par confé- 
quent de même efpece : c’eft pourquoi fi les angles égaux 
font droits ou obtus , on n’a pas befoin de fuppofer la 
quatrième condition marquée dans l’énoncé du Théorè- 
me , pour que deux triangles foient égaux dans le troi- 
fiéme cas. 


3 z. Remarquez encore que fi on compare deux trian- 
gles reébangles , l’angle droit de l’un eft nécefïairement 
égal à l’angle droit de l’autre , 8c par conféquent ces 
triangles feront égaux , fi un autre angle & un côté du 
premier triangle font égaux à un angle & au côté cor- 

F iij 
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refpondant du fécond, ou /î deux cotez du premier 
triangle font égaux à deux cotez correfpondans du fé- 
cond. Cela fuit des Théorèmes précedens ; car pour lors 
il y aura trois chofès dans un des triangles rectangles , 
égales aux trois correfpondantes de l'autre -, ainfî ces 
triangles feront égaux. 

THEOREME VIII. 

} 3 . Si les trois cotez d’un triangle , comme ah , font 
égaux aux trois cotez d’un autre triangle ABC , les deux 
triang'es feront parfaitement égaux. 

Démonstration. 

Fig. 13. Pour démontrer ce Théorème, il faut du point C 
comme centre , & de l'intervalle CB , décrire une cir- 
conférence , & enfuite prolonger le côté AC jufqu’à la 
rencontre de la circonférence au point H. Nous avons 
démontré ( Liv. I. Art. 106. ) , qu’entre les autres lignes 
qu’on peut tirer du point A à la circonférence , celle qui 
eft terminée à un point plus éloigné du point H , eft la 
plus courte. Cela pofé , concevez le côté ac appliqué 
. fur le côté AC , le point a fur le point A , & le point c 
fur le point C : il eft vifible que fi le point b tombe fur le 
point B , les deux triangles conviendront entièrement , 
6 c par conféquent ils feront égaux en tout. Or il eft né- 
cefîaire que le point b tombe lur le point B : car le côté 
cb eft égal au côté CB ; donc il eft rayon de la circonfé- 
rence décrite ; par conféquent fon extrémité b doit tom- 
ber fur un point de cette circonférence ; il faut donc 
prouver qu'il ne peut tomber fur un point différent du 
point B , par exemple , fur les points E ou F : ce que je 
fais voir en cette maniéré , après avoir tiré les lignes AE 
& AF : fi le point b tomboit fur le point E , le côté ab 
feroit égal à la ligne AE : mais AE eft plus petit que AB 
(Liv, I. Art. 1 06.) ; donc le côté ab feroit auffi plus pe- 
tic que la côte AB ; ce qui eft contre l’hypothefe. Att 
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Contraire fi le point b tomboic fur le point F , le côté ab 
fèroit égal à la ligne AF , & par conféquent il feroit 
plus grand que le côté AB ( Liv. I. Art. 1 06 ) : ce qui 
eft encore contre l'hypothefe. Par conféquent le côté ac 
ftant appliqué fur le côté AC, il faut que le point b 
tombe fur le point B : donc les deux triangles convien- 
dront entièrement ; donc ils (ont égaux en tout. Ce 
qu'il falloir démontrer. 

34. Remarquez que fi deux cotez, comme AB & Fig. 14. 
AC du triangle BAC font égaux aux deux cotez ab 6c 
ac d’un autre triangle bac , & que l’angle en A foit plus 
grand que l’angle en a , la baie BC du premier fera 
plus grande que la baie bc du fécond : car l’angle A 
étant plus grand que l’angle a , l’ouverture des deux 
premiers cotez fera plus grande , 8c par conféquent la 
baie fera plus grande que l’autre bafe. Réciproquement 
les deux cotez étant toujours fuppofez égaux de part 8 c 
d’autre , chacun à chacun , il eft évident que fi la baie 
BC eft plus grande que la bafe bc , l'angle A fera plus 
grand que l’angle a du fécond triangle. 

PROBLEME I. 


; y. Faire un triangle qui ait un cote égal a la ligne don- 
née N , & les deux angles fur ce coté égaux aux angles 
donne \ ^ H & G. 

Tirez BC éjtale à la ligne donnée N ; enfuite tirez Fig.iy. 
aux points B 8c C des lignes qui fadént fur BC des an- ôc 16. 
gles égaux aux angles donnez H 8c G : ces deux lignes 
prolongées fe rencontreront en un point , comme A , 

& formeront le triangle BAC avec les conditions pro- 
pofées. 

PROBLEME II. 

3 6 . Faire un triangle qui ait deux cotez, égaux aux li- 
gnes données L & M , & l’angle compris entre ces cotez, 
égal k l’angle donné K. 
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Tirez une ligne AB égale à une des propofées L ; & de 
l’extrémité A tirez la ligne AC, que vous prendrez égale 
à l'autre propofée M , Sc qui fallè l’angle BAC égal à 
l’angle K , enfuite menez une ligne du point B au point 
C j elle formera le triangle cherché ABC. 

PROBLEME III. 

37. Faire un triangle qui ait deux cotez, égaux à deux 
lignes données L & M , er l'angle oppofe à l'une de ces li- 
gnes M , égal à l’angle donné H. 

Tirez l’indéterminée BZ , puis à une de fes extrêmi- 
tez , comme B , tirez la ligne AB qui foit égale à L , 
& qui faflfe avec BZ un angle égal à l’angle donné H ; 
enfuite du point A pris pour centre , &c d’un intervalle 
égal à l’autre ligne M , décrivez un arc de cercle qui 
coupera la ligne BZ dans un feul point , fi la ligne M 
eft plus grande ou égale à la première ligne L ; c’eft: 
pourquoi tirant une ligne du point A au point d’inter- 
feétion de l’arc & de l’indéterminée BZ, on aura le trian- 
gle BAC fait félon les conditions propofée». 

Mais fi la ligne M étoit plus petite que L, comme on 
le fuppofe dans la Fig. 1 5 , & que cependant elle fut 
plus grande que la perpendiculaire AD ; alors l’arc dé- 
crit du point A & de l’intervalle de la ligne M , coupe- 
roit BZ en deux points ; c’eft pourquoi afin de détermi- 
ner le triangle , il faut fçavoir fi l’angle oppofé au côté 
AB doit être obtus ou aigu -, s’il eft obt^j; , tirez AE ; s’il 
eft aigu , tirez AC , & vous aurez le triangle cherché 
BAE dans le premier cas , & BAC dans le fécond. 

Si la ligne M étoit égale à la perpendiculaire , pour 
lors l’arc toucheroit BZ feulement au point D : ainfi la 
ligne qu’il faudroit tirer du point A pour achever le 
triangle , feroit la perpendiculaire même. 

Enfin fi la ligne M étoit plus courte que la perpendi- 
culaire , le Problème feroit impoffible , parce qu’une 
ligne tirée du point A & égale à M , ne rencontrerait 
pas l’indéterminée BZ. 
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ProblemeIV. 

3 S. Faire un triangle qui a:t les trois cotez égaux aux pjg x ^ 
trois lignes données L, M, N. & 16. 

Tirez une ligne BC égale à une des lignes propofées 
N ; enfuite de l'une de Tes cxtrêmicez B comme centre 
& de l’intervalle de la ligne L , décrivez un arc ; &c de 
l’autre extrémité C , & de l’intervalle de la ligne don- 
née M , décrivez un fécond arc qui coupe le premier 
au point A : enfin menez des lignes des points B & C au 
point d’interfeétion A , & vous aurez le triangle cher- 
ché BAC. 

3 9. Il faut remarquer que deux des lignes données 
priles enfemble , doivent être plus grandes que la troi- 
fiéme : par exemple, dans la Fig. 1 6 les deux cotez AC 
Si BC pris enfemble font néceflairement plus grands que 
le troifiéme côté , parce que AB étant une ligne droite 
tirée du point A au point B , il faut qu’elle foit plus 
courte que ACB ( Liv. I. Art. 5. ) 

On peut aifément par la méthode de ce problème 
faire un triangle régulier ou équilatéral , (oit que le 
côte foit donné ou qu’il ne le foit pas. 

DU PERIMETRE ET DES ANGLES 
du Quadrilatère. 

Le quadrilatère , comme nous avons dit , eft une fi- 
gure terminée par quatre lignes droites : la ligne droite 
qui eft tirée d’un angle du quadrilatère à l’angle oppofé , 
comme AD dans la Fig. 19 , fe nomme diagonale. 

40. Si un quadrilatère n’a aucun de fes cotez paral- 
lèles , ou s’il n’en a que deux , on le nomme trapèze ; 
tel eft le quadrilatère de la Fig. 1 9 : mais lorfque cha- 
que côté eft parallèle au côté oppofé, le quadrilatère eft 
appelle parallélogramme , comme CABD Fig. 23. Si les 
angles du parallélogramme font droits , il eft appelle 
reÙangle 3 & fi tous les cotez du reéfcangle font égaux ? 
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on le nomme quarré, comme ABCD, Fig. zi. Mais 
lorlque lei fouis cotez oppofez du reCtangle font égaux , 
on l'appelle reétangle oblong , comme dans la Fig. zo. 
Si les angles du parallélogramme font obliques , il s’ap- 
pelle obliquangle. Il y en a de deux fortes : le Rhombe & 
le Rhomooïde. Un Rhombe eft un parallélogramme obli- 
quangle dont les quatre cotez font égaux , comme 
ABCD Figure zz. Un Rhomboïde eft un parallélo- 
gramme obliquangle dont les feuls cotez oppofez font 
égaux , tel eft celui de la Fig. z } : ainfi en reprenant 
tout ce qu’on vient de dire , on trouvera les divifions 
fuivantes. Le quadrilatère fe divife d’abord en trapeze 
& en parallélogramme. U y a deux efpeces de parallé- 
logrammes , le re&angle & l’obliquangle. Le redtanglc 
fe fubdivifo en quarré & en reCtangle oblong. De mê- 
me on fubdivife le parallélogramme obliquangle en 
Rhombe & en Rhomboïde. Le reCtangle oblong Ce 
nomme fouvent reétangle , fans ajoûter oblong . 

On peut donc définir i°. le parallélogramme, un 
quadrilatère dont les cotez oppofez font parallèles, z 
Le reétangle , un parallélogramme dont les angles font 
droits, & par conféquent égaux. 3 0 . Le quarré, un 
reCtangle dont les cotez font égaux. 

Il fuit des notions qu’on vient de donner , que tout 
parallélogramme eft quadrilatère ; mais tout quadrila- 
tère n'eft pas parallélogramme : de même tout reûan- 
gle eft parallélogramme : mais tout parallélogramme 
n’eft pas reétangle : enfin tout quarré eft reétangle , 
mais tout reétangle n’eft pas quarré. Le foui mot de 
rett angle fignifie la même choie que parallélogramme 
reÜangle : mais pour lignifier un triangle reétangle il ne 
fufïïroit pas de dire ou d’écrire un reüangle , il faut 
ajoûter le mot de triangle , en difant un triangle rec- 
tangle. 

4 1 . Nous obferverons ici trois chofes. 1 Un quadri- 
latère peut être défigné ou par quatre lettres placées au 

• ) 


Digitized by Google 




Livre s e c o n ». 91' 

fômmet des angles , ou feulement par deux lettres qui 
font au fommet des angles oppofez : ainfi le quadrila- 
tère de la Figure 1 9 peut être défigné par les quatre let- 
tres A , C , D , B , ou par les deux A , D , ou enfin par 
les deux autres B , C. i°. Quand on dit le quarré d’une 
ligne , on entend un quarré dont chacun des cotez eft 
égal à la ligne : par exemple , le quarré de la ligne EF 
(Figure 1 1 .) eft un quarré comme ABCD , dont chaque 

côté eft égal à EF. 3 °. Lorfqu’on veut défigner le quarré 

« — 1 

d’une ligne , telle que EF , on écrit EF ; ainfi cette ex- 

— X 

preffion EF fignifie le quarré de la ligne EF. 

41. Il faut remarquer que dans tout le quadrilatère, Fig. i>. 
comme ACDB , la fomme des quatre angles eft toujours 
égale à quatre angles droits ; car fi on tire la diagonale 
AD , elle divifera le quadrilatère en deux triangles , 
dont les angles feront formez des angles même du qua- 
drilatère. Or , comme nous avons démontré ci-deflùs , 
les trois angles du triangle font égaux à deux angles 
droits , donc tous les angles des deux triangles font 
égaux à quatre angles droits ; A: par conféquent tous les 
angles du quadrilatère pris enfemble , valent quatre an- 
gles droits. 

4;. Dans tout parallélogramme , comme CABD , F'g- 1 ?* 
les cotez oppofez AB & CD } ou AC & BD font égaux 
entr’eux ; de plus les deux angles fur le même côté, 
comme A &?B , ou A & C pris enfemble , font égaux à 
deux angles droits ; enfin les angles oppofez comme A 
& D , ou C & B font égaux entr’eux. Tout cela a été 
démontré en parlant des parallèles (Liv. I. Art. 97.) 

44. De là il fuit i°. que fi on tire une diagonale, 
comme AD , dans un parallélogramme , elle le divifera 
en deux parties égales qui font les triangles ACD & DBA 
(33.) ; car les trois cotez du premier , fçavoir AC , CD 
& AD font égaux aux trois cotez BD , AB & AD du 
fécond. 
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2 °. Que dans tout parallélogramme un angle , corn* 
me A, ne peut être droit que tous les autres angles ne 
le foient au {fi : car H l’angle A eft droit , Ton oppole D le 
fera aulfi : de même l’angle B fera droit , parce que les 
deux angles A & B valent enfemble deux angles droits : 
donc l’angle C oppofé à B fera auffi droit. 

3 °. Que fi deux cotez , comme AC 8c AB qui for- 
ment l’angle CAB , font égaux , les deux autres cotez 
font auffi égaux, parce que BD eft égal à AC , ôc CD 
eft égal à AB. 

PROBLEME. 

4 J. Faire un parallélogramme qui ait fes cotez, égaux 
aux lignes données M & N , & un angle égal à l’angle 
donné O. 

Faites l'angle en A égal à l’angle donné O ; & fur les 
cotez prenez AB & AC égaux aux lignes données M 8c 
N ; enfuite du point C & de l’intervalle AB décrivez un 
arc de cercle , & du point B & de l’intervalle AC dé- 
crivez un autre arc qui coupe le précédent en D , tirez 
les lignes CD 8c BD , 8c vous aurez le parallélogramme 
propofé. 

Il eft aifé de concevoir que le quadrilatère CABD 
aura lès cotez égaux aux lignes données M 8c N , puis- 
que les deux cotez AB & AC ont été pris égaux à ces li- 
gnes , & que d’ailleurs les arcs ont été décrits de l'inter- 
valle de ces mêmes lignes M & N -, ce qui fait voir que 
les autres cotez CD 8c BD font égaux aux premiers. Or 
les cotez oppofez ne peuvent être égaux fans qu’ils foient 
parallèles : car que l’on conçoive une diagonale tirée du 
point A au point D , le quadrilatère fera divifé en deux 
triangles parfaitement égaux ( 33 ), puifque les trois co- 
tez de l’un feront égaux aux trois cotez de l’autre ; ainfi 
l’angle ADC du triangle fupérieur eft égal à l’angle 
DAB du triangle inférieur , puifque ces deux angles font 
oppofez à des cotez égaux > 8c par conféquent ces deux 
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àngîes égaux étant alternes , les deux cotez CD & AB 
font parallèles (Liv. I. Art. 95). Parla même raifon les 
deux cotez AC & BD font parallèles , puifque les angles 
alternes DAC & ADB , qui font des angles oppofez à 
des cotez égaux dans les deux triangles , font égaux ; 
donc le quadrilatère CABD eft un parallélogramme. 

Si on propofe feulement de faire un parallélogram- 
me j en forte que l'angle O ne foit pas donné , ni les 
cotez M & N > on fera l'angle en A à diferétion , & on 
prendra les cotez AB &c AC de quelle longueur on vou- 
dra ; ainfi le Problème en fera plus facile. 

4 6. Ou peut fe fervir de la même méthode pour faire 
un quarré , pourvu qu’on tire la ligne AC perpendicu- 
laire & égale au côté AB. 

Après avoir traité des triangles & des quadrilatères, 
confidérez félon leurs cotez & leurs angles , qui font 
les deux efpeces de figures les plus fimples , nous allons 
parler 1 Des polygones en général, i°. Des polygones 
femblables. 3 °. Des polygones réguliers. 

DES POLYGO NES EN GENERAL. 

Nous avons donné ci-delïus ( 7 & 8 ) la définition 
du polygone en général &c celle d'un polygone ré- 
gulier. 

THEOREME. 

47. Tous les angles d'un polygone quelconque , font 
égaux à deux fois autant d'angles droits moins quatre que 
le polygone a de côteT^ Par exemple , fi le polygone a cinq 
cotez , pour connoître combien d'angles droits valent 
tous les angles de ce polygone , il n'y a qu'à prendre 
le double de cinq , & l'on aura dix , dont il faut ôter 
quatre , & il refte fix ; ainfi tous les angles du penta- 
gone pris enfèmble valent fix angles droits. De même 
fi l’on veut connoître combien d'angles droits valent 
tous les angles d'un polygone de 1 000 cotez , il n'y a. 
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qu’à doubler looo , & on aura 1000 , dont il faut ôter 
quatre , il reftc 1996; ce qui marque que tous les an- 
gles d'un polygone de 1 000 cotez valent 1996 angles 
droits. 

Démonstration. 

. \ 

fig.14. Du point A fommet d’un des angles de la Figure , il 
faut tirer des lignes à tous les autres angles , excepté 
aux deux plus proches , qui font B E -, ces lignes for- 
meront autant de triangles , moins deux , qu'il y a de 
cotez ou d’angles dans le polygone ; en lorte que s’il y 
a cinq cotez, il y aura cinq triangles moins deux , c’elt- 
à-dire , trois : de plus , les angles de ces triangles ne font 
formez que des angles du polygone. Cela pôle , je rai- 
fonne ainfi : S’il y avoir autant de triangles qu’il y a de 
cotez dans le polygone , comme les angles de chaque 
triangle valent deux angles droits , les angles des trian- 
gles formez dans le polygone vaudroient autant de fois 
deux angles droits , qu’il y a de cotez dans le polygone; 
c’eft-à-dire , que les angles du polygone pris enfemble 
/croient égaux à deux fois autant d'angles droits qu’il y 
a de cotez : mais il n’y a pas autant de triangles qu’il y 
a de cotez , il s’en faut deux , 8c les angles de deux trian- 
gles valent quatre angles droits : par conféquent les an- 
gles du polygone valent deux fois autant d’angles droits 
moins quatre , qu’il y a de cotez dans le polygone. Ce 
qu'il falloir démontrer. 

On peut énoncer ce Théorème autrement , en cette 
maniéré : tous les angles d'un polygone quelconque , 
font égaux à deux fois autant d'angles droits , que le 
polygone a de cotez moins deux ; par exemple , le pen- 
tagone ayant cinq cotez , il faut en ôter deux ; il en res- 
tera trois , dont le double qui eft lix , marque que les 
angles du pentagone valent fix angles droits. 
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Corollaire I. 

48. Si on prolonge d’an côté chacune des lignes qui 
font le perimetre d’un polygone , tous les angles exter- 
nes qui font ici FAB , GBC , HCD , KDE , LEA pris Fig, t j, 
enfemble feront égaux à quatre angles droits : car cha- 
que angle interne comme EAB , & l’angle externe FAB, 

qui eft fon fupplément , valent enfemble deux angles 
droits (Liv. I. Art. 54.) ; & par conféquent , en prenant 
conjointement les angles tant internes , qu'externes du 
polygone , on aura autant de fois la valeur de deux an- 
gles droits, qu’il y a d'angles internes ou de cotez dans 
le polygone ; c’eft-à-dire , que les angles internes & ex- 
ternes pris enfomble font égaux à deux fois autant d'an- 
gles droits , qu’il y a de cotez dans le polygone. Or les 
feuls angles internes valent deux fois autant d’angles 
droits moins quatre , qu’il y a de cotez ; donc la fom- 
me de tous les angles externes d’un polygone , ne vaut 
que quatre angles droits. 

Corollaire II. 

49. La fomme des angles externes d’un polygone , eft 
égale à la fomme des angles externes d’un autre poly- 
gone , foit que les polygones ayent le même nombre de 
cotez , foit que l’un en ait plus que l'autre. Cela fuit 
évidemment du premier Corollaire , puifque l’une Sc 
l’autre fomme eft égale à quatre angles droits. 

Corollaire III. 

50. Lorfque deux polygones réguliers ont chacun le 
même nombre de cotez , les angles de l’un font égaux 
aux angles de l’autre : par exemple , foient deux penta- 
gones réguliers ; je dis que les angles de l’un font égaux 
aux angles de l’autre , chacun à chacun : car les cinq 
angles d’un pentagone font égaux à fix angles droits 
par le Théorème. Or ces cinq angles font égaux entr’eux, 
puifque l’un & l’autre pentagone eft régulier ; donc cha- 
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cun des angles eft la cinquième partie de fix angles 
droits dans l'un & l'autre pentagone j ainfi les angles de 
l'un font égaux aux angles de l'autre. 

Des Polygones ou figures femblables. 

5 1. Nous avons dit, (9.) que deux figures font fem- 
blables , lorfque chaque angle de l’une eft égal à cha- 
que angle de l'autre dans le même ordre , Sc que les 
cotez de la première font proportionnels aux cotez cor- 

Fig.31. refpondans de la fécondé. Ces cotez correfpondans , 
comme ab Sc AB , bc Sc BC , cd Sc CD , de Sc DE , efi Sc 
EF , &c. font appeliez homologues. 

Dans deux triangles femblables , les cotez homolo- 
gues ou correfpondans ,font ceux qui font oppofez à des 
angles égaux : ainfi dans la Fig. 18 , les cotez ab Sc AB 
font homologues , parce que les angles c Sc C oppofez à 
ces cotez ft>nt égaux : de même les cotez ac Sc AC font 
homologues , parce que les angles b Sc B qui leur (ont 
oppofez font égaux ; il en eft de même des deux autres 
cotez cb &c CB. 

Fig.t g m fi. Remarquez que les angles d'un polygone peu- 
vent être égaux aux angles d'un autre polygone, chacun 
à chacun , quoique les cotez de l'un 11e foient pas pro- 
portionnels à ceux de l'autre : car foient , par exemple, 
deuxexagones femblables, le premier abedefi , Sc le fé- 
cond ABCDEF : fi vous prolongez deux cotez du fé- 
cond , comme BC 8 c ED , (il en faut choifir deux qui 
foient féparez l’un de l’autre par un troifiéme , qui eft 
ici CD , ) Sc fi vous tirez la ligne GH parallèle au côté 
CD , vous aurez un troifiéme exagone ABGHEF dont 
les angles font égaux à ceux du fécond à caufe des paral- 
lèles GH Sc CD ; par conféquent les angles de ce troifié- 
me exagone font aulïi égaux à ceux du premier. Cepen- 
dant les cotez du troifiéme exagone ne font pas propor- 
tionnels à ceux du premier: car les cotez de l’exagone 
ABCDEF étant par l’hypothefe , proportionnels à ceux 
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tïu premier , il eft impoffible que les cotez du troifiéme 
exagone , foient aulli proportionnels aux cotez du pre- 
mier. 

Réciproquement les cotez d’un polygone peuvent être Fi<r. 17 . 
proportionnels aux cotez d’un autre polygone , quoique 
les angles de l’un ne fuient pas égaux aux angles de l’au- 
tre: car foient encore deux exagones femblabies , le pre- 
mier ahedefi 5c le fécond ABCDEF ; tirez des deux an- 
gles B & F , les deux lignes BG & FL égales aux deux 
cotez BC Sc FE , ( il iaut choiiir deux angles qui foient 
leparez par trois autres , qui font ici C, D , E : ) enfuite 
du point G Sc de l’intervalle CD , décrivez un arc vers 
le point D : pareillement du point L & de l'intervalle 
ED } décrivez un autre arc qui coupe le premier en un 
point , comme H : enfin tirez les lignes GH & LH , vous 
aurez un troifiéme exagone ABGHLF dont les cotez font 
égaux par la conftru&ion à ceux du fécond, 5c par con- 
fisquent proportionnels à ceux du premier : cependant il 
eft: vifible que les angles du troifiéme exagone ne font 
pas égaux aux angles du fécond , ni par conlequent à 
ceux du premier. 

. Il faut conclurre de-là , qu’afin de pouvoir affurer 
que deux polygones (ont femblabies , il eft néceftaire de 
fiçavoic que les angles de l’un font égaux aux angles de 
l’antre , Sc de plus que les cotez du premier font pro- 
portionnels à ceux du fécond. Il faut néanmoins excep- 
ter les triangles de cette remarque , parce que nous al- 
lons faire voir dans le Théorème fuivant , que quand 
deux triangles ont les angles égaux, c’eft-à-dire, que 
les angle s de l’un font égaux aux angles de l’autre , les 
cotez font proportionnels : 5c réciproquement lorlque 
les cotez d’un triangle font proportionnels aux cotez de 
l'autre , les angles du premier font égaux à ceux du fé- 
cond , chacun à chacun ( 59 .) ; ainfi il fuffit de fçavoir 
que deux triangles ont une de ces conditions , pour -, 
pouvoir affurer qu’ils font femblabies. 

11. Partit. G 
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THEOREME PREMIER ET FONDAMENTAL. 

53. Lorfqtte deux angles d'un triangle font égaux à 
deux angles d’un autre triangle , chacun à chacun , les co- 
tez. du premier font proportionnels aux cotez, homologues du 
fécond , ainfi les deux triangles font femblahlts. 

Tig. 18 . Soient les deux triangles abc 8c ABC, en forte que 
l’angle a du premier {oit égal à l’angle A du fécond , 8c 
l’angle h égal à l'angle B ; je dis que les cotez de l’un 
font proportionnels aux çôtez homologues de l’autre ; 
c’eft-à-dire , que l’on a les trois proportions. 1 °. ca. 
C A : : ch. CB. a 0 . bc. BC : : bd. BA. 3 °.ab. AB : : ac. AC. 
Avant que de le démontrer , il faut remarquer que les 
angles c & C font néceffairemeut égaux , parce que deux 
angles d’un triangle ne peuvent être égaux à deux an- 
gles d’un autre triangle , que le troiliéme angle du pre- 
mier ne foit égal au troiliéme du fécond, (zo ) 

Démonstration. 

j °. ca. CA : : cb. CB : car nous avons démontré (Liv» 
I. Art. ij 3J, que li deux lignes tirées du même point 
font autant inclinées fur une bafe , que deux autres li- 
gnes le font fur une autre bafe , alors les deux premiè- 
res font proportionnelles aux deux autres. Or les deux 
lignes ca 8c cb font aurant inclinées fur la bafe ab , que 
les deux lignes CA & CB le font iur la bafe AB ( Liv. I. 
Art. 160. ) ; puifqiie les deux angles a Si b font égaux 
aux deux angles A & B ; par conféquent on a la propor- 
tion , ca. CA : ; cb. CB. 

1°. le. BC: : ba. BA : car les deux angles a 8 c c étant 
égaux aux deux autres angles A & C, les deux lignes bc 8 c 
ba font autant inclinées fur la bafe ae,que les deux lignes 
BC 8 c BA le font fur la bafe AC ; par çonféquent on a 
la proportion , bc. BC : : ba. BA. 


« 
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AB : : ac. AG. Cette proportion peut être 
démontrée de la même maniéré que les deux autres , en 
confidérant les lignes bc & BC , comme baies. Au lieu 
de ces trois proportions , on auroit pu mettre leurs 
alternes. 

Lorique les angles d’un triangle (ont égaux aux an- 
gles d’un autre , chacun à chacun , ces triangles (ont 
appeliez equian^les. Ainli les triangles equiangles font 
femblables. 

54. Remarquez qu’afin d’être alluré que deux trian- 
gles ifoceles font lemblables , il fuffic de fçavoir qu’un 
angle du premier triangle eft égal à l’angle correfpon- 
dant du fécond : par exemple , les deux côtez ca & cb 
du triangle acb étant fuppofez éçaux ; & les deux côtez 
CA & CB du triangle ACB étant aulîî égaux entr’eux ; 
fi les deux angles c & C lont chacun de 50 degrez , il eft 
néceffaire que les deux angles égaux a Sc b du premier 
triangle ayent chacun 6 j degrez , &c que les deux angles 
A & B du (econd , qui font aulïl égaux entr’eux , ayenc 
pareillement chacun 6 j degrez. Par conféquent les deux 
triangles font femblables. 

Il ne faut pas confondre dans ce Théorème ni dans 
les fuivans , la lignification de ces termes femblables , 
éfaux 6 c proportionnels : le terme femblables doit s'em- 
ployer pour les triangles & le£ autres figures , le moc 
e'ianx fe dit 4^s angles , 5 c le terme proportionnels s’ap- 
plique aux côfez des figures : ainfi on dit que deux figu- 
res lont femblables , que leurs angles font égaux, & que 
leurs côtez font proportionnels. Il arrive fouvent aux 
Commcnçans de faire une faulfe application de ces ter- 
mes , en difant , par exemple , que les angles des figu- 
res femblabtes font proportionnels , ou que leurs côtez 
font femblables. 

Les trois Théorèmes fuivants répondent au fixiéme , 
feptiéme & huitième ( 2.9 , 30 & 3}.) qu’on a démon- 
tiez fur les triangles égaux. 

Gij 
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THEOREME IL 

Fig- 1 9- 5 S‘ Si les deux cotez, ab & ac d'un triangle font pro- 

portionnels aux cotez AB (f AC d'un autre triangle , & 
que les an les compris a & A. [oient égaux , les deux trian- 
gle) font femblables. 

% 

Demonstr ation. 

Prenez fur AB la ligne ad égale au côté ab du petit 
triangle, & tirez df parallèle à BC. Cela pofé , je dé- 
montre ainfi le Théorème :puifque d/eft parallèle à BC , 
les angles d 3c f font égaux aux angles B & C ; & par 
conféquent les deux triangles d A f$c BAC font fembla- 
bles. Il n’y a donc plus qu’à faire voir que le triangle bat 
eft égal en tout au triangle d A f. 

Par l'hypothefe ab. ac : : AB. AC. D’ailleurs à caufo 
des triangles femblables d A f ôc BAC , on a la propor- 
tion Ad. Af : : AB. AC. De plus , la féconde raifon eft 
la même dans ces deux proportions ; donc les deux pre- 
mières raifons font égales , c’eft-à-dire , que ab . ac : : 
Ad . A/, 3c a'ternar.do , ab . Ad : : a- . Af. Or dans cette 
derniere proportion , les deux termes de la première 
raifon font égaux ; parce que l’on a pris Ad égal à ab ; 
donc les deux termes de la fécondé raifon font aufti 
éçjaux ; ainlï les deux cotez ab 3c ac du triangle bac font 

O A t O 

égaux aux cotez Ad 3c Afdn triangle dAf. Mais d’ail- 
leurs les angles a & A font fuppofez égaux ; donc les 
deux triangles bac 3c dA/font égaux en tout ( 19 ) -, par 
conféquent le petit triangle bac eft femblable au grand 
triangle BAC. Ce qu’il falloir démontrer. 

THEOREME IÏI. 

1 i r 19 . 56 . Si les deux cotez ab & ac d'un triangle font pro- 

portionnels aux cotez AB & AC d'un autre triangle , q>- 
. que les angles b & B oppofez aux estez ac <jp AC , [oient 
é a ex ; fi de plus les angles c & C font de meme efpe.c j 
pour lors les deux triangles font femblables. 
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Démonstration. 

Prenez Ad égal à ab , & tirez df parallèle à BG : il eft 
évident que les angles d 8c f feront égaux aux angles B 
&C>& que les triangles dAf 8c BAC feront femblables. 
Refte donc à prouver que le triangle bac eft égal en tout 
au triangle dAf. 

Par l’hypothefe ab . a: : : AB . AC. D’ailleurs la fimi- 
lirude des triangles dAf 5c BAC donne Ad . A f: : AB . 
AC. Ainfi puifque dans ces deux proportions la féconde 
raifon eft la même , les deux premières font égales, c’eft- 
à-dire , que ab .a' : : Au . A/, & alternando , ab . Ad : : 
a~ . Af Or dans cette dernicre proportion les deux ter- 
mes de la première raifon font égaux ; donc ceux de la 
/cconde le font auffi : les deux cotez ab 8c ac du triangle 
I m font donc égaux aux cotez Ad 8c A/du triangle dAf. 
D’ailleurs l’angle b étant égal à l’angle B , il eft auffi 
égal à l’angle d; Pareillement l’angle c étant de même 
efpece que l’angle C , il faut qu’il foit de même efpece 
que l’angle/. Par conféquent les deux triangles bac 8c 
dAf font égaux en tout ( 30 ). Donc le petit triangle bac 
eft fémblabie au grand triangle BAC. Ce qu’il falloir 
démontrer. 

57 . Remarquez que fi les deux angles égaux b 8c B 
étoient droits ou obtus , il ne fercit pas néceflaire de 
fuppofer que les deux angles c & C font de même efpe- 
ce , parce que cela s’enfuivroit nécellairement ; puifi- 
que les deux angles b & B étant droits ou obtus , il faut 
que les angles c 8c C foient aigüs ( 1 1 ). 

58 . Remarquez encore que fi on compare deux 
triangles rectangles , l’angle droit de l’un eft néceftaireê 
ment égal à l’angle droit de l’autre ; 8c par conféquent 
ces triangles feront femblables , fi un autre angle du 
premier eft égal à un autre angle du fécond , ou fi deux 
cotez du premier triangle font proportionnels à deux 
cotez correfpondans du fécond : car pour lors ces deux 
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triangles auront les conditions marquées dans les Théo- 
rèmes précédais , afin que deux triangles foient fem- 
blables. 

THEOREME IV. 

Fig. 15. 5 9. Si les trois côtez ab , a: & bc d'un triangle font pro- 

portionnels aux trois cotez AB, AC & BC d’un autre 
triangle , les anzj.es du premier font é^aux aux angles du 
fe and , . ha- un à chacun ; a.inji les triangles font fmi la- 
biés. Ce Théorème eft la propoficion. inverfe du Théo- 
rème fondamental. 

Démonstration. 

Prenez fur le côté AB , la ligne Ad égale à ab , <$r tirez 
parallèle à BC ; il eft évident que le triangle dAfefl 
fembiable au triangle BAC. Il faut donc démontrer que 
les deux triangles bac & dAfCont égaux en tout. 

Les cotez du triangle bac font par L’hypothefc propor- 
tionnels à ceux du triangle BAC. On a donc les propor- 
tions ab. ac : : AB. AC , Sc ab. bc : : AB. BC. D’ailieurs 
la fimilitude des triangles dAf 8c BAC donne aufÏÏ les 
proportions Ad . Af: : AB . AC. « 5 c Ad . df : : AB . BC. 
Or dans la première & la troifiéme proportion , la fé- 
condé raifon eft la même : par conféquent les premiè- 
res railons font égales , c’eft-à-dire , que ab . ac:: Ai. 
Af, Sc altemando , ab . Ad : : ac . Af. Ainfi puifque ab 
zxzAd , il s’enfuit que acz=.Af. On conclura pareille- 
ment de la fcconde 6c de la quatrième proportion que 
bczzzdf. Les trois cotez du triangle bac font donc égaux 
aux trois cotez du triangle d,\f\ par conséquent ces 
deux triangles font égaux en tout (3 3). Ainfi le triangle 
bac eft fembiable au triangle BAC. 

60 On peut remarquer ici que quand deux triangles 
font fem'olables , les quarrez des cotez homologues 
font proportionnels : par exemple, dans la Fig. 18. 

Voyez — * — - — 2 — » 

att. 41. fa . CA :: b . CB : car les deux triangles étant fem- 
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blables : on a la proportion ta . CA : : cb . CB ; & par 
conféquent les quarrez de ces cotez font auilî propor- 
tionnels. Cette remarque a lieu toutes les fois que qua- 
tre lignes font proportionnelles , parce qu’on a démon- 
tré dans le traité des proportions , que lorfqtie quatre 
grandeurs font proportionnelles , leurs quarrez le fonc 
auffi. Il en efl de même des cubes & des autres puif- 
fances femblables. 

Corollaire. 

61. Il paroît évidemment par les dcmonftrations dej 
trois précedcns Théorèmes , que fî un triangle efl fem- 
blable à un autre , &c que l’un des cotez du premier foit 
égal au côté homologue du fécond , les autres cotez du 
premier fonc égaux aux autres cotez du fécond ; & par 
conféquent (33.) les deux triangles font égaux en tout. 

Cela a déjà été démontré (17). 

Ces quatre Théorèmes fervent à trouver les côrez SC 
les angles d’un triangle dont on connoît déjà trois cho- 
fes : feavoir ,'ou deux angles & un côté , ou deux co- 
tez & un angle, ou les trois cotez. Nous ferons voir 
] dans la Trigonométrie comment il faut s’y prendre 
pour trouver le refie d’un triangle dont on connoît les 
trois chofes que nous venons de marquer. 

Lorfqu’un triangle efl rcétangîe , le çôté oppofe à Fig. jo. 
l’angle droit efl nommé hyporenufe : par exemple , dans 
la figure 30 le côté BC oppofé à i'angîe droit efl l’hypo- 
tenuic Je ce triangle. 

THEOREME V. 

61. Si du fomrnet de l’angle droit d’un triangle rettati - 
gle , on al bai Te une perpendiculaire fur l'hypotenufe , le 
triangle fera divifé en deux autres femblables chacun au 
grand triangle , & femblalles entr’eux : de plus on aura 
trois moyens proportionnels : f avoir les deux cotez, de l’an- 
gle droit & la perpendiculaire ; chaque côté de l’angle droit 
fera moyen proportionnel entre l’hypotenufe entière & fa 
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partie correfpondante , & la perpendiculaire fera moyenne 
proportionnelle entre les deux parties de l'kypotenuje. 

Soie le triangle BAC rectangle en A : je dis que fi du 
Sommet de l’angle droit A , on abbaifie la perpendicu- 
laire AD fur l’hypotenufe , le triangle total BAC lera 
divifé en deux triangles ; fçavoir , ADB & ADC , o t ui 
font chacun femblables au grand triangle , & fembla- 
bles entr’eux : de plus on aura trois moyennes propor- 
tionnelles , i °. La ligne AB qui eft un des côtc-z de l'an- 
gle droit , moyenne entre la bafe BC & la partie corres- 
pondante BD. i°. La ligne AC qui eft l'autre côté de 
l’angle droit , moyenne entre la même bafe BC & font 
autre partie correspondante DC. 3 0 . La perpendicu- 
laire AD moyenne entre les deux parties BD ôc DC de 
la baSê. 

, I 

D EMONSTRATI ON. 

1 Le triangle partiel ADB eft Semblable au trian- 
gle total BAC : car l’angle w du triangle partiel eft droit 
à cauSe de la perpendiculaire AD ; cet angle eft donc 
égal à l’angle A du grand triangle qui eft auili droit. 
D’ailleurs l’angle B eft commun à ces deux triangles ; il 
y a donc deux angles du petit triangle égaux à deux 
angles du grand ; donc le troisième angle 0 du petit eft \ 
égal à l’angle C qui eft le troifiéme du grand ; & les 
triangles Sont Semblables ; par conséquent les cotez ho- 
mologues Sont proportionnels. Or BD côté du petit 
triangle eft homologue à AB côté du grand , puiSque les 
deux angles 0 & C oppoSez à ces deux cotez Sont égaux .• 
de même AB cotifideré comme côté du petit triangle , 
eft homologue à BC côté du grand ; parce que les an- 
gles oppoSez m & A Sont égaux :ainfi on a la proportion 
BD . AB : : AB . BC; ou en faiSant changer de place aux 
extrêmes, BC. AB : : AB . BD. Donc le côté AB eft 
moyen proportionnel entre BC bafe du grand triangle 
& fa partie BD. 
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2 . ° . L'autre triangle partiel ADC eft auffi femblable 
au triangle total BAC : car l'angle n du triangle partiel 
eft droit ; 8c par conféquent égal à l’angle droit A du 
grand triangle. D’ailleurs l’angle C eft commun à ces 
deux triangles ; donc le troifiéme angle p du petit eft 
égal à l’angle B , qui eft le troifiéme du grand ; & les 
deux triangles font femblables ; par conféquent les cotez 
homologues font proportionnels. Or DC côté du petit 
triangle eft homologue à AC côté du grand , parce que 
les angles oppofez p 8c B font égaux : de même AC con- 
fideré comme côté du petit triangle eft homologue à 
BC côté du grand ; parce que les angles n 8c A qui font 
oppofez à ces cotez font égaux. On a donc la propor- 
tion DC . AC : : AC . BC , ou en faifant changer de 
place aux extrêmes , BC. AC : : AC. DC : ainfi le côté 
AC du grand triangle eft moyen proportionnel entre 
la bafe BC 8c l’autre partie DC. 

3 0 . Les deux triangles partiels ADB & ADC font 
femblables entr’eux. Cela fuit de ce qu’on vient de prou- 
ver dans les deux premières parties de cette démonftra- 
tion ; l’angle o du premier eft donc égal à l’angle C du 
fécond ; par conféquent les cotez oppofez à ces angles : 
fçavoir , BD dans le premier , 8c AD dans le fécond 
font homologues. Pareillement l’angle B du premier 
triangle eft égal à l’angle p du fécond; par conféquent- 
les cotez oppofez à ces angles : fçavoir , AD dans le 
premier & DC dans le fécond font homologues ; ainfi 
on a la proportion BD. AD : : AD. DC ; donc la per- 
pendiculaire AD eft moyenne proportionnelle entre les 
deux parties de la bafe. Il paraît donc par ce Théorème 
que chaque côté de l’angle droit d'un triangle reétan- 
gle eft moyen proportionnel entre l’hypotenufe entière . 
te fa partie correfpondante , 8c que la perpendiculaire 
eft moyenne proportionnelle entre les deux parties de 
l’hypotenufe coupée par cette perpendiculaire. 
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THEOREME VI. 

66. Lorfque deux figures font femblables , leurs contour s 
ou périme très font entreux comme les cotez, homologues des 
figures. 

t'g-3 1 * Soient les deux figures abedefg 8c ABCDEFG , que l’on 
fuppofe femblables. Je dis que le perimetre de la pre- 
mière eft au perimetre de la leconde , comme le côté ab 
de la première eft au côté homologue AB de la fécondé. 

Démonstration. 

Ces deux figures étant fuppofées femblables , les cotez 
de l’une font proportionnels aux cotez homologues de 
l’autre ( 9 .) ; c'eft-à-dire , que ab . AB : : bc . BC : : cd . 
CD : : de . DE : : ef. EF ; : fg . FG : : ga . GA. Voilà donc 
plufieurs raifons égales -, par confequent la fomme des 
antécedens ( Théorème IV. des Proportions. ) eft à la 
fomme des conféquens comme un fêul antécédent eft à 
fan conféquenr. Or la fomme des antécedens eft le peri- 
metre de la première figure ; c’eft- à-dire , tous fes cotez 
pris enfemble , 8c la fomme des conféquens eft auffi le 
perimetre de la fécondé figure ; donc le perimetre de 
la première figure eft; au perimetre de la fécondé , com- 
me ab eft à AB ou comme bc eft à BC. Ce qu’il falloir 
démontrer. * 

67 . On peut remarquer que dans deux figures fem- 
blables , les lignes carre fpondantes , telles que ad 8c AD 
font proportionnelles aux cotez homologues ab 8c AB , 
ou b c & BC , ou cd 8c CD , &c. car ayant tiré les deux 
autres lignes correfpondantes ac 8c AC ,on a deux trian- 
gles abc & ABC qui font femblables ( 5 y.) » parce que 
les côtez ab 8c bc du premier font proportionnels aux 
cotez AB & BC du fécond ; & que d’ailleurs les angles 
cba 8c CBA font égaux. Or ces triangles étant fembla- 
bles , il s’enfuit 1 0 . que ac . AC ::ab. AB , ou bien ac . 
AC : : cd . CD : : 8c alternando , ac . cd:: AC . CD. 


s 
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2 0 . Que les deux angles Ica 8 c BCA font égaux ; & par 
conféquent les deux autres angles dca 6 c DCA (ont auffi 
égaux , à caufe que l'angle total bed eft égal à l’angle 
total BCD ; ainfi les deux triangles acd 6 c ACD font 
femblables par la même raifon que les deux premiers le 
font entr’eux ; donc les cotez ad & AD font proportion- 
nels aux cotez cd 6 c CD , ou ab 6 c AB. En continuant de 
la même maniéré , on prouveroit que les deux cotez at 
6 i AE font proportionnels aux cotez de 6 c DE. 

On peut le convaincre de la même cnofe indépen- 
damment des triangles femblables : car il eft évident 
que fi le côté ab , par exemple , eft la moitié ou le tiers 
du côté homologue AB ; il faut aufli que la ligne ad foit 
la moitié ou le t tiers de la ligne correfpondante AD , 
parce qu’autrement les figures ne feroient pas fembla- 
bles : on peut donc aflurçr en général que dans deux 
figures femblables , les lignes correfpondantcs ou fem- 
biablement tirées font proportionnelles aux cotez ho- 
mologues. 

68 . Il fuit de cette remarque que deux ou plufieurs 
lignes telles que ac , ad , ae , Sec. d’une figure font pro- 
portionnelles aux lignes correfpondantes AC , AD, AE, 
6 cc. d’une autre figure femblable : en forte que ac. AC: : 
ad . AD : : ae . AE. Cela eft évident ; car fuivant la re- 
marque j chacune de ces raifons eft égale à celle de ab à 
AB 5 ainfi elles font toutes égales entr’elles. 

Nous avons démontré juiqu’ici quelques propriétez 
des polygones femblables : nous allons parler des poly- 
gones réguliers 5 mais avant i! faut fçavoir ce que c’eft 
qu’un polygone inferit $c un polygone circonfcrit. 

69. Le polygone inferit eft celui dont chaque angle a 
le fommet dans la circonférence d’un cercle : ainfi le 
pentagone de la figure 3 y eft inferit dans le grand cercle 
dont le rayon eft CA. 

70. Le polygone circonfcrit eft celui dont tous les 
côte? font des tangentes d'un cercle : ainfi le pentagone 
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de la Figure 3 5 eft circonfcrit au petit cercle dont te 
rayon cil CG. 

Remarquez que quand un polygone eft inferit à un 
cercle , ce cercle eft appelle circonfcrit ; & lorfque le po- 
lygone eft circonfcrit , le cercle eft appelle inferit. 

DES POLYGONES REGULIERS. 

Une figure ou un polygone eft régulier, , comme on 
l’a déjà dit , lorfque tous les angles &c tous les cotez 
font égaux. 

7 1 . Remarquez que les angles d’un polygone peu- 
vent être égaux quoique les cotez ne le foient pas : 
Fig. 3t. Cela paroît par l’exagone ABGHEF , dont les angles 
font égaux à ceux de l’exagone régulier ABCDEF.- Ré- 
ciproquement les cotez d'un polygone peuvent être 
égaux , quoique les angles ne le foient pas , comme 
Fig. 3 3 . on peut le voir par l’exagone ABGHLF , dont les cotez 
font égaux à ceux de l'exagone régulier ABCDEF. Cette 
remarque eft pareille à celle que nous avons faite (5 1.) 
fur les polygones femblables , 5 c fe démontré de la mê- 
me maniéré. 

Il fuit de-là qu’afîn qu’on puilTe dire qu’un polygone 
eft régulier , il faut être afTuré que non-fèulement fes 
angles , mais aufïi fes cotez font égaux. Il en faut ex- 
cepter le triangle , parce que nous avons fait voir (zz.) 
que quand les trois angles d’un triangle font égaux , 
les cotez le font aufïi ; & de même lorfque les trois 
cotez d’un triangle font égaux, les angles font égaux, 
comme on l’a démontré. 

Dans un polygone régulier on. diftingne deux fortes 
de rayons , l ‘oblique & le droit. 

7 z. Le rayon oblique eft une ligne tirée du centre 
du polygone à un des angles de la figure : 'telle eft la li- 
gne CA de la Figure } y. ( 

73. Le rayon droit eft une ligne tirée du centre per- 
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pendiculairement fur un des cotez : telle eft la ligne CG 
dans la Figure 35. 

THEOREME I. 

74. Si dans un polygone régulier on tire du fommet de 
deux angles voifns , des lignes qui partagent chacun de 
ces angles en deux parties égales , ces lignes prifes du forti- 
met des angles juf qu'au point de rencontre font égales ; & 
toutes les autres lignes tirées de ce point aux angles du 
polygone font auffi égales aux premières. 

, Soit le pentagone régulier ABCDE : fi des deux angles ^ 
voifins A & B on tire les lignes AF & BF , qui par- 0 
tagent les angles A & B chacun en parties égales , & 
qui Te rencontrent au point F; je dis que les lignes AF 
6 c BF font égales , & que toutes les autres lignes tirées 
du point F aux angles de-la figure , lont aulfi égales 
à ces deux. 

Démonstration. 

I. Partie. L'angle total en A eft égal à l'angle to- 
tal en B , puifquc la figure eft fuppofée régulière : donc 
l'angle h qui eft la moitié du premier eft égal à l'an- 
gle / qui eft la moitié du fécond ; donc dans le trian- 
gle AFB les deux cotez FA & FB font égaux (zz). 

II. Partie. La ligne FC eft égale à la ligne FB. 

Pour le démontrer il n’y a qu’à faire voir que le trian- 
gle BFC eft égal en tout au premier triangle AFB : 
d’où l'on conclurra qu'il eft ifocele auffi-bien que ce 
premier triangle. Les cotez BA tic BF du premier font 
égaux aux cotez BC & BF du fécond : d’ailleurs par 
l’hypothefe l’angle i compris entre les deux cotez du 
premier eft égal à l’angle h compris entre les deux co- 
tez du fécond : donc les deux triangles font égaux en 
tout (19.) ; par conféquent le côté FC eft égal au 
côté FB, 
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On démontrera de la même maniéré que le côté FD> 
eft égal au côté FC, en failant voir que le triangle CFD 
eft égal en tout au triangle BFC : ce qui fera facile , Ci 
on fait attention que dans le triangle ifocele BFC , ks 
angles k_&c l étant égaux , & le premier érant la moitié 
de l’angle total en B , il faut que le fécond feit auflï la 
moitié de l’angle total en C : d’où il fuit que l'angle m 
eft égal à l’angle l , puifqu’il doit être auflï la moitié 
de l’angle total en C. 

Corollaire I. 

75. Le point F eft appellé le centre , & les lignes ti- 
rées de ce point aux fommets des angles du polygone , 
font les rayons obliques qui font tous égaux enrr'eux , 
comme on vient de le démontrer. De même les rayons 
droits j comme FG , font auflï égaux entr’eux ; puifque 
les triangles étant égaux en tou^ , leurs hauteurs qui 
font les rayons droits font égales. 

Corollaire II. 

% 

7 6 . On peut toujours circorîfcrire un cercle à un po- 
lygone régulier donné : carie centre du polygone étant 
également éloigné de chacun des angles , fi de ce cen- 
Fig. 3 {. tre & de l’intervalle d’un rayon oblique , comme CA , 
on décrit une circonférence , elle paflèra par tous les 
fommets des angles ; par confëquent le cercle fera cir- 
conlcrit au polygone. 

Corollaire III. 

77. On peut toujours inlcrire un cercle à un poly- 
gone régulier donné : car tous les rayons droits étant 
égaux , fi du centre du polygone & de l’intervalle d’un 
rayon droit , comme CG , on décrit une circonférence r 
elle touchera tous les cotez du polygone , fans palier, 
au-delà ; par conféquent le cercle fera inferit. 


Digitized by Çoogle 



I 

j 





Livre second. iu 

78. Il fuit du &cond & du troifiéme Corollaire qu’on 
peur toujours fuppofer qu’un polygone régulier eft in£ 
cric ou circonfcrit à un cercle. 

79. Remarquez que le rayon droit d’un polygone ré- 
gulier coupe le côté du polygone en deux parties égales .* 
car ce polygone peut être infcrit à un cercle , comme on 
vient de le dire ; par conféquent chaque côté peut être 
confédéré comme une corde. Or nous avons démontré 
(Liv. I. Art. 1 o}.) que quand une ligne pâlie par le cen- 
tre , 8c qu’elle eft perpendiculaire à la corde , elle coupe 
cette corde en deux parties égales ; ainfi le rayon droit 
ayant ces deux conditions, il coupe le côté du polygo- 
ne en deux parties égales. 

80. Remarquez auflî que le rayon oblique d’un po- 
lygone régulier partage l'angle à la circonférence en 
deux parties égales : par exemple , le rayon FA partage Fig. j 4 . 
l'angle EAB en deux autres angles égaux ; fçavoir , 

FAE & F AB. Cela paroît par la démonftratiôn du 
Théorème. 0 

81. Il paroît évidemment par la Fig. 36 que deux Fig. 3*. 
polygones réguliers étant inferits à un même cercle ou 

à des cercles égaux , Ci l’un a le double des cotez de 
l’autre , il aura un plus grand perimetre : par exemple , 
roâogone a un plus grand perimetre que le quarré : 
puifque les deux cotez AB & BD de l’oétogone pris en- 
femble font plus grands, que le côté AD du quarré. 

Mais quoique le nombre des cotez d’un polygone ne 
foie pas double du nombre des cotez d'un autre ( on les 
fuppofe tous deux réguliers & inferits au même cercle 
ou à des cercles égaux ; ) cependant le perimetre du po- 
lygone qui a le plus de cotez eft plus grand que celui 
qui en a moins -, par exemple , le perimetre du penta- 
gone eft plus grand que celui du quarré : car la circon- 
férence du cercle étant plus grande que le perimetre 
d’aucun polygone qui lui eft infcrit ; il eft certain que 
plus le perimetre d’un polygone infcrit approche de la 
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circonférence, plus le perimetre eft grand. Or le peri- 
merre du pentagone eft plus près de la circonférence 
que celui du quarré , puifque les cotez du pentagone 
font des cordes plus petites que les cotez du quarré ; 
donc le perimetre du pentagone eft plus grand que celui 
du quarré. 

8 z. Au contraire de tous les polygones réguliers cir- 
conferits au même cercle ou à des cercles égaux , celui 
qui a le plus de cotez a le moindre perimetre. Cela eft 
évident , lorfqu'un des polygones a le double des cotez 
de 1 'autre , comme dans la Fig. 37 -, car dans l’otftogone 
le côté AD eft plus petit que la partie correfpondante 
ABD du perimetre du quarré. Mais on peut démontrer 
la proportion généralement en cette maniéré : la circon- 
férence d'un cercle eft plus petite que le perimetre d’au- 
cun polygone circonfcrit ; par conféquent plus le peri- 
metre circonfcrit s’approche de la circonférence , plus 
ce perimetre eft petit. Or le perimetre s'approche d'au- 
tant plus de la circonféren|£, que le polygone a plus 
de cotez , parce que ces cotez étant des tangentes , ils 
s'écartent d’autant moins qu'ils font plus petits ; donc 
plus un polygone circonfcrit a de cotez , plus fon peri- 
metre eft petit. 

8 3 . Il fuit de-là que fi un polygone régulier , foit inf- 
crit , foit circonfcrit avoir une infinité de cotez , fon pe- 
rimetre s'approcherait infiniment de la circonférence ôc 
le confondroit avec elle ; il pourroit donc être pris pour 
la circonférence même : c’eft pourquoi on peut regar- 
der le cercle , comme un polygone régulier d'une infi- 
nité de cotez. 

THEOREME II. 

84. Les polygones réguliers d’nn même nombre de côtel^ 
font femblables. 

Démonstration. 
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Démonstration. 

Soient , par exemple , deux pentagones réguliers ; je Fig. 38. 
dis qu’ils (ont femblables : car 1 q . Les angles de l’un font 
égaux aux angles de l’autre (50). z q . Les cotez de l'un 
font proportionnels aux cotez de l’autre ; c’eft-à-dire , 

AB . ab : : BD .bd: : DE . de : : EF . ef: : FA .fa , parce 
que les cotez du premier pentagone étant égaux entr'eux, 
éc ceux du fécond étant auffi égaux entr’eux , fi un des 
cotez du premier eft le double ou le triple &c. d’un des 
cotez du fécond , les autres cotez du premier font aulTî 
doubles ou triples , &c. des autres cotez du fécond ; 
par conféquent les deux pentagones réguliers font des 
figures femblables. 

Comme les polygones réguliers d’un même nombre 
de cotez font toujours femblables , au lieu de dire , les 
polygones réguliers d’un même nombre de cotez , on 
dit fouvent , les polygones réguliers femblables. 

Corollaire. 

Sy. Puifqu'on a démontré (66.) que dans toutes les 
figures femblables les perimetres font proportionnels 
aux cotez homologues , il s’enfuit que cette propriété 
convient aufli aux polygones réguliers femblables ; par 
exemple , à deux pentagones réguliers. 

THEOREME III. 

S 6. Dans les figures régulières femblables , par exemple , 
dans deux pantagones réguliers , les perimetres font entre 
eux comme les rayons obliques , ou comme les rayons droits. 

Il faut démontrer que le péri métré (fu premier penta- Fig. 3*. 
gone eft au perimetre du fécond , comme le rayon obli- 
que CD eft au rayon oblique cd , ou comme le rayon 
droit CG eft au rayon droit cg. 

Démonstration. 

Les deux triangles C G D Sc cgd font fcmblable* $ 

J I. Partie. H 
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car l’angle G de l’un eft égal à l’angle g de l’autre , 
parce qu’ils font tous les deux droits. De plus les an- 
gles CDG 8c cdg font auffi égaux , parce qu’ils font cha- 
cun moitié d’angles égaux ; fçavoir des angles CDE 8c 
bde , qui font partagez chacun en deux parties égales 
par les rayons obliques ( 80 .) ; donc les deux triangles 
font fembiables ; par conféquent les cotez homologues 
font proportionnels; c’eft-à-dire, que la raifon des 
rayons droits CG 8c cg eft égale à celle de GD à gd. Or 
les rayons droits coupent les cotez ED 8c ed des polygo- 
nes réguliers en parties égales ( 79 .) ; par conféquent GD 
8c gd (ont les moitiez des cotez ED 8c ed ; donc la rai- 
fon des moitiez GD 8c gd eft égale à celle des cotez ED 
8c ed. D’ailleurs par le Corollaire précèdent la raifon 
des cotez eft égale à celle des perimetres. Voilà donc 
quatre raifons égales ; fçavoir , celle des rayons droits , 
celle des moitiez GD 8c gd , celle des cotez 8c celle des 
perimetres : donc la première eft égale à la quatrième , 
c’eft-à-dire , que les rayons droits font entr’eux comms 
les perimetres , ou les perimetres font entr’eux comme 
les rayons droits. Mais la raifon des rayons obliques 
eft égale à celle des rayons droits , à caufe des trian- 
gles fembiables CDG 8c cdg ; par conféquent les péri* 
métrés font aulTi entr’eux comme les rayons obliques. 

COROLLAIRE. PREMIER ET FONDAMENTAL. 

87 . Les circonférences font entr’elles comme les 
rayons. On vient de démontrer que dans les figures ré- 
gulières fembiables , les perimetres fonr entr’eux com- 
me les rayons droits ou obliques. Or les cercles peuvent 
être confiderez comme des polygones réguliers d’une 
infinité de cotez (8 5 .) ; par conféquent leurs perimetres, 
c’eft-à-dire , leurs circonférences font entr’elles comme 
les rayons. 

. 88 . Il faut remarquer que la différence du rayon 
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droit aü rayon oblique eft d'autant moindre que les co- 
tez du polygone font petits : c’eft pourquoi le cercle 
pouvant être confideré comme un polygone d'une infi- 
nité de cotez infiniment petits , la différence entre le 
rayon droit ëc le rayon oblique, doit être infiniment 
petite , & peut être confiderée comme nulle. 

89. Les rayons étant entr’eux comme les circonfé* 
rences * ils font auffi entr’eux comme les demi-circon- 
férences , comme les quarts , généralement comme 
les arcs femblables ; c’eft à-dire , d’un même nombre de 
degrez j enforte, par exemple , que fi on a deux cercles, 
le rayon de l’un eff au rayon de l’autre , comme un arc 
de 30 degrez du premier cercle eft à un arc de 30 de- 
grez du fécond. 

90. Les rayons étant moitié des diamètres , la rai- 
fon des diamètres de deux cercles eft égale à celle des 
rayons ; Sc ainli dans deux cercles , les diamètres font 
entr’eux comme les circonférences , Se encore commé 
les arcs femblables ; par exemple , fi le diamètre d’uti 
cercle eft double du diamètre d’un autre cercle , la cir- 
conférence du premier eft double de celle du fécond. 

Corollaire IL 

9 1 j Dans deux cercles , les cordes qui foûtiennent Fig, 3^ 
des arcs femblables , font entr’elles comme ces arcs* 

Soient les deux cordes AB Sc ab qui foutiennent les 
deux arcs femblables AEB Sc aeb -, je dis que les deux 
cordes font entr’elles copime les arcs -, car ayant tiré les 
deux rayons CA Sc CB aux extrêmitez de la première 
corde , & les deux autres rayons ca Sc cb aux extrêmi- 
tez de la fécondé corde , on a deux triangles ifoceles 
qui font femblables (34.) , puifque l’angle C Sc l’angle c 
finit appuyez fur des arcs femblables , Sc font par con- 
féquent égaux ; donc les cotez homologues de ces trian- 
gles font proportionnels ; ainfi la raifon qui eft entre les 
cordes AB & ab eft égale à celle qui eft entre les rayons 


Digitized by Google 


ï I <5 El I Kf ENS DE GEOMETRIE. 

CA 8 c ca. Or la raiion qui eft entre ces rayons eft égale 
à celle des arcs femblablcs AEB & aeb. Donc la raiion 
des cordes eft égale à celle des arcs femblables qu’elles 
foûtiennent. 

Comme nous allons parler des finus , des tangentes , 
& des fécantes d’arcs de cercles ; il eft nécelfaire d’en 
donner la notion. 

91. Une ligne, comme AD , tirée d’une extrémité de 
l’arc AE perpendiculairement fur le rayon CE qui parte 
par l’autre extrémité de cet arc , eft appellée ji/ius de l’arc 
AE , 8 c de l’angle ACE dont l’arc AE eft la mefure. Pa- 
reillement la ligne ad perpendiculaire fur le rayon ce eft 
le finus de l’arc ae 8 c de l’angle ace. 

93. Une ligne , comme AF, tirée perpendiculaire- 
ment de l’extrémité du rayon CA , & terminée de l’au- 
tre côté par le rayon prolongé CEF , eft appellée tan- 
gente de l’arc AE compris entre ces deux rayons. De 
même af eft la tangente de l’arc ae. 

94. Le rayon prolongé CEF eft appellé fécame du. 
même arc. Pareillement dans l’autre figure , cef eft la 
fccante de l’arc ae. 

Coro.llaire III. 

95. Dans deux cercles, les finus d’arcs fembiablcs 
font enta’eux comme ces arcs. 

Soient les deux arcs femblables AE & ae dont les fi- 
nus font AD 8 c ad-, je dis que ces finus font enrr’eux 
comme leurs arcs : car dans les*deux triangles CDA 8 c 
eda , l’angle D du premier eft égal à l'angle d du fé- 
cond , puifque les finus font perpendiculaires aux rayons 
CE 8 c ce. D’ailleurs l’angle ACE eft auflr égal à l’angle 
ace , parce qu'ils ont pour mefures les arcs AE 8 c ae , 
qui font femblables par la fupofition ; par coniéquent 
les deux triangles font femblables ; donc les cotez ho- 
mologues font proportionnels ; ainfi AD .ad:: CA . ca. 
Or les arcs femblables font entr’eux comme les rayons 
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(*9Ji donc AE . ae : : CA . ca ; par conféquent AD . 
“d ; : AE . ae. 

Corollaire IV. 

9<T. Dans deux cercles , les tangentes d’arcs fembla- 
bles font entr’elles comme ces arcs. 

Soient les deux arcs femblables AE & ae , dont les 
tangentes font AF & af\ je dis que ces tangentes font 
entr’clles comme leurs arcs : car il eft.clair que les deux 
triangles rectangles CAF & caf font femblables : d’où 
l’on conclura , comme dans le Corollaire precedent , 
que AF . af: : AE . ae. 

Corollaire V. 

97. Dans deux cercles , les fécantes d’arcs femblables 
font entr’elles comme ces arcs. 


Les lignes CEF & «/font des fécantes des arcs fem- 
blables AE Sc ae : je dis qu’elles font entr’elles comme 
ces arcs ; ce qui le prouve de la même maniéré que le* 
Corollaire précèdent. 

98. On voit par les cinq Corollaires précedens , 
que dans deux cercles où l’on a tiré des diamètres , 
des rayons , des cordes , des linus , des tangentes , de 
des fécantes d’arcs femblables ; on a plusieurs raifons 
égales, fçavoir la railotvdes diamètres, celle des rayons, 
celle des circonférences , celle des arcs femblables , celle 


des cordes , celle des finus , celle des tangentes , de 
celle des fécantes ; toutes ces raifons , dis- je , font éga- 
les entr’elles. 


99. Il faut remarquer que dans un même cercle les 
différentes cordes ne font pas entr’elles comme les arcs 
qu’elles foutiennent : par exemple , quoique l’arc AEB 
foit double de l’arc AE ; cependant la corde AB n'efl 
pas double.de la corde AE , puifque la corde AB n’eft 
pas fi grande que les deux cordes égales AE & BE prifes 

H iij 
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cnfcmble. Les fi nu s des différons arcs ne iont pas non 
plus enfr’eux comme ces arcs. Il en eft de même de leurs 
Tangences &ç dç leurs fécantes, 

Theorême IV. 

i oo. Le coté de l'exagont régulier infcrit dans un crr- 
cle , eji égal a» rayon du cer> le. 

De’ MONSTRATION. 

Fig. 40. Du centre C , foient tire» les rayons CA &c CB fur 
les extrèmitez du côté AB de l’exagone : je dis que ce 
côté eft égal au rayon ; car dans le triangle ÀCB , 
* l’angle C a pour fa meftire l’arc AB , qui eft de 60 de- 
grez , puifqu’il eft la fixiéme partie de la circonférence : 
donc les deux autres angles A & B pris cnfemble valent 
120 degrez. Or ces deux angles font égaux, parce qu'ils 
font oppofez à des cotez égaux , fçavoir , aux rayons 
CA & CB : donc chacun de ces angles eft de 60 de, 
grcz;donc les trois angles du triangle ACB font égaux; 
donc les cotez font auïïi égaux ; par conféquent le côté 
AB de l'exagone eft égal au rayon. Ce qu'il fallait dé* 
montrer. 

Corollaire. 

ioi. Delà il fuit, que le perimetre de l’exagone 
régulier infcrit dans un cercle, contient fix fois, ou 
eft fix fois plus grand que le rayon du cercle ; & par 
conféquent ce perimetre eft trois fois plus grand que 
le diamctte.Orla circonférence du cercle eft plus grande 
que le perimetre de l’exagone infcrit ; ainfi la circon- 
férence du cercle eft plus de trois fois plus grande que 
fon diamètre , c'cft-àrdire , que le rapport de la eircon* 
férence au diamètre eft plus grand que celui de 3 à 1 , 
ou de 2 1 à 7. Archimede a prouvé qu'il eft encore un 
peu plus grand que la raifon de aï -LR à 7 , qui eft 
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la même que celle de zz 3 871 : mais il a aufïi fait voir 
que ce rapport de la circonférence au diamètre eft 
moindre que la radon de n à 7 : & Metius a démon- 
tré depuis , qu'il cil même plus petit que la raifon de 
355 a 1 1 3 , laquelle eft égale à celle de 1 1 -î-~4 à 7 : il 
eft cependant plus grand que celle de 1 1 i-Li à 7 : ainfi 
le rapport exaéfc de la circonférence au diamètre > que 
plulieurs grands Géomètres ont cherché inutilement , 
eft entre ces deux raifons , fçavoir , celle de a 1 ii-| à 7 
ou de 3 ; 5 à 113, 5 c celle de 1 1 i-Ll à 7 3 qui lont des 
limites fort étroites ; il eft moindre que la première , 5 e 
plus grand que la fécondé. Tout ocla eft prouvé dans 
un fupplémcnt qui eft à la fin de l’ouvrage dont nous 
donnons l'abregé. 

Si on veut içavoir la différence des deux fra&ions 

.LU. & -Lü il faut les réduire au même dénominateur, 
1 1 } 1 1 z i _ ? 

5 c 011 trouvera les deux fuivantes -i-LL— 5 c qui 

ne different entr’elles que de — 1 — - , c’eft-à-dire , de 

•i 12656 j 

la n6j6 me partie de l’unité i par conféquent les deux 
nombres z 1 LLï. Sc 11 ne different aufïi que de la 

1 1 i 112 x 

meme quantité, 

ioz. De ce que les rapports de n à. 7 8c de $ 5 ; k 
1 1 3 font plus grands l’un 5 c l’autre que la raifon de la 
circonférence au diamètre , il fuit que les rapports ren- 
verfez, c’cft-à-dire , ceux de 7 à zz Sc de 1 1 3 à 355 , 
font chacun plus petits que la raifon du diamètre à 
la circonférence , parce que les confcquens zz 5 c 355 
étant trop grands , ils rendent les rapports trop petits. 

Dans l’ufage on fuppofe ordinairement que le rapport 
de 7 à zz eft égal à celui du diamètre à la circonféren- 
ce , 5 c fi on veut encore avoir un rapport plus appro- 
chant du véritable , on prend celui de 1 1 3 à 555 , qui 
eft égal à celui de 7 à z 1 -Lj— } puifque fi on arrange 
les termes de ces deux rapports en proportion , 5 c qu'on 
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multiplie les extrêmes l’un par l’autre, & les moyens de 
même , on trouvera que le produit des extrêmes efl 
égal à celui des moyens. On peut prendre auffi le rap- 
port de i c<S à 333 qui eft plus grand que celui du dia- 
mètre à la circonférence , & que ceux de 7 à 12 & de 
1 1 3 ^ 355. Il approche plus du rapport qui eft entre 
le diamètre & la circonférence que celui de 7 à 11 , Sc 
un peu moins que celui de 1 1 3 à 355. Ce rapport de 
106 à 353 ,eft égal à celui de 7 à zi ■ comme 
il paroît , parce que le produit des extrêmes eft égal à 
celui des moyens. 

> J 

THEOREME V. 

103. Il rfy a que trois fortes de polygones rrguliers dont 
les Angles puijfent remplir exactement l’ejpace qui eft Autour 
d’un point , comme C, (Figure 41 .) fçavoir , fix triangles 
équilatéraux , quatre quarrez. , & trois exagones régulier s % 

Démonstration. 

i°. Six angles de triangles équilatéraux ou réguliers 
peuvent remplir l’efpace autour d’un point : car tous 
les angles qu’on peut faire autour d’un point valent en- 
fcmlale quatre angles droits , puifqu’ils ont pour me- 
fure la circonférence dont ce point eft le centre. Or fix 
angles de triangles équilatéraux valent quatre angles 
droits , puifque chacun vaut le tiers de deux angles 
droits , c’eft-à-dire 60 degrez. Par confisquent en met- 
tant fix triangles réguliers autour d’un point , de ma- 
niéré que ce point loit le fommet commun d’un angle 
de chaque triangle , tout l’efpace autour du point fera 
exactement rempli. ^ 

z°. Quatre angles de quarrez rempîiftènt auflfi tout 
l’efpace autour d’un point , parce que chacun de ces 
angles eft droit ; & par conséquent les quatre valent 
quatre angles droits. 
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5°. Trois angles cTéxagones réguliers peuvent aufti 
remplir l’efpacc autour d'un point : car chacun des an- 
gles de l'éxagone régulier vaut izo degrez : ainfi la fom- 
medes trois angles vaut 360 degrez ou quatre angles 
droits. 

Pour ce qui eft des angles des pentagones réguliers , 
ils ne peuvent remplir tout l’efpacc qui eft autour d’un 
point : car chacun des angles du pentagone régulier eft 
de j 08 degrez : donc fi on prend trois’ de ces angles , 
ils feront moins de 360 degrez ; & fi on en prend qua- 
tre ou davantage , ils feront plus de 360 degrez. 

Enfin les figures régulières qui ont plus de cotez que 
l’éxagone , ne peuvent par leurs angles remplir exacte- 
ment l’efpace autour d’un point : car plus les polygones 
réguliers ont de cotez , plus les angles compris entre 
ces cotez font grands. Or chacun des angles de l’éxagone 
régulier vaut no degrez; par conféquent 3 l’angle de 
heptagone régulier , par exemple , vaut plus de 1 io de- 
grez : donc trois de ces angles pris enfemble valent plus 
de 360 degrez. Il en eft de même des autres polygones 
réguliers qui ont plus de fix cotez. 

Il paiiuît par ce Théorème , dont la découverte eft 
attribuée à un ancien Géomètre appellé Proclus", que 
l’on ne peut employer pour carreler une falle , une 
chambre , &c. que trois fortes de carreaux réguliers , 
fçavoir , ceux de trois cotez , ceux de quatre 3 c ceux de 
fix : ces derniers font plus d’ufage , parce que leurs an- 
gles étant plus grands , ils font moins fujets à fe cafter. 

Par la raifon contraire on ne fe fert gueres de carreaux . 
triangulaires , c’eft-à-dire , de trois cotez. 

* % t- » * i 

PROBLEME I. 

1 04. Trouver la valeur dç l'angle au centre , & celle 
. de l’angle à la circonférence d’un polygone régulier 3 par 
exemple , d’un pentagone. 

1*. Pour l’angle au centre , divifez la circonférence , Fig. 41. 
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c’eft-à dire 3 360 degrez , par le nombre des cotez du 
polygone , & le quotient fera la mefure de l’angle au 
centre : ainfi pour avoir la valeur de l’angle au centre 
du pentagone , il faut divifer 360 par 5 , & le quotient 
71 marquera que l’angle ACB eft de 71 degrez. Cela 
eft évident , puilque l’angle au centre d’un pentagone 
a pour mefure la cinquième partie de la circonférence 
du cercle dans lequel il peut être inferir. 

i'. L’angle de la circonférence , comme ABD , peut 
être facilement connu après avoir trouvé la valeur de 
l’angle au centre : car dans le triangle ACB , l'angle 
au centre plus les deux angles fur le côté AB , c’eft-à- 
dire , les trois angies du triangle font égaux à deux an- 
' gtes droits. Or l’angle ABD eft égal aux deux angles 
fur le Coté AB pris enfemble , puifque chacun de ces 
deux , n’eft que la moitié de l’angle à la circonférence 
(80.) : donc l’angle au centre & l’angle à la circonférence 
joints enfemble , valent deux angles droits ; 8c par con- 
fequent fi de 180 degrez , qui font la mefure de deux 
angles droits , on ôte la valeur de l’angle au centre , le 
refte fera la valeur de l’angle à la circonférence : par 
exemple , l'angle à la circonférence du pentagone eft 
de x 08 , parce qu’en ôtant de 180 la valeur de l’angle 
au centre , qui eft de 71 degrez , le refte eft 1 08. 

Il paroît par ce problème que l’angle au centre d’un 
polygone régulier eft d’autant plus petit , 8c que l'angle 
à la circonférence eft d’autant plus grand que le poly- 
gone a plus de cotez. 

PROBLEME II. 

4 Î* ioy. Inscrire un quarté régulier dans un cercle donné. 
Coupez la circonférence en quatre parties égales , 
par deux diamètres perpendiculaires , de rirez enfuite 
des cordes aux extrêmitez des diamètres , vous aurez 
le quarré inferit. Car en premier lieu il eft évident que 
les quatre cordes font égales , puifque les diamètres 
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perpendiculaires coupent la circonférence en quatre 
parties égales : voilà donc déjà les quatre cotez égaux. 
D’ailleurs ces cotez forment des angles droits : par exem- 
ple , l’angle BAC eft droit , puifque c’eft un angle inferit 
appuyé lur le diamètre : par conféqucnt le quadrilatère 
formé par les cordes eft un quarré. 

PROBLEME III. 

106. Infcrire un exagone régulier dans un cercle. 

Prenez la longueur du rayon , que vous porterez (îx Fig. 44; 
fois lur la circonférence ; enfuitc tirez des cordes aux 
points de divilion ; vous aurez l’exagone cherché. Çela 
fuit clairement du quatrième Théorème. 

PROBLEME I V. 

1 07. Une figure régulière étant inferite , en infcrire une 
autre qui n ait que la moitié du nombre des coteTf. 

Tirez des cordes dont chacune foûtienne un arc dou- 
ble de celui qui eft foutenu par chaque côté du poly-Fig. 44. 
gone inferit : par exemple , ayant un exagone régulier 
inferit , lî on veut infcrire un triangle régulier , il faut 
tirer les cordes AC s CE 6c EA , dont chacune foûtienc 
un arc double de celui qui eft foutenu par chaque côté 
de l'exagonc, 

PROBLEME, V. 

10S. Un polygone régulier étant inferit dans un cercle , 
en infcrire un autre qui ait le double des cotez.. 

Divifez en deux parties égales chacun des arcs foûte- 
nus par le côté du polygone inferit ; tirez enfuite des 
deux extrêmitçz de chaque côté, des cordes au point de 
divilion , & vous aurez le polygone cherché : par exem- 
ple , le triangle équilatéral ACE étant inferit, li on veut 
infcrire un exagone , il faut divifer les arcs AC, CE, E A , 
chacun en deux parties égales , & tirer les cordes AB , 

BC, CD, DE, ET, FA 5 qn aura l’exagone régulier 
ABCDEF, 
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109. Il eft évident par les deux derniers Problèmes » 
que lorfqu’on fçait infcrire un poligone régulier, on 
en peut auffi infcrire deux autres , dont l’un n’ait que 
la moitié des cotez du premier, & l’autre le double : fur 
quoi il faut remarquer que dans la pratique il n’eft pas 
néceflaire d’inferire un polygone pour en infcrire un au- 
tre qui ait la moitié ou le double du nombre des cotez : 
par exemple , pour infcrire un triangle ou un dodécago- 
ne , il faut feulement marquer les llx points de divifîon , 
defquels il faudroit tirer les cotez de l'exagone. 

PROBLEME VI. 

1 1 o. Circofcrire un polygone régulier à un cercle. 

4 Î* Il f%ut d'abord infcrire un polygone régulier fembla- 
ble ; enfuite tirer trois rayons , comme Ma, M£, Mc , 
dont le premier foit perpendiculaire à un côté du poly- 
gone inferit , & les deux autres paflènt par les extremitez 
de ce côté : après cela tirez par le point 0 la tangente BG 
terminée par les deux rayons Mb , Mc prolongez. Je dis 
que fi du centre M , & de l’intervalle MB ou MC on 
décrit une circonférence, & que l’on tire des cordes 
égales à la tangente , comme AB , CD &c. elles feront 
tangentes elles-mêmes du cercle donné , & formeront 
on polygone circonferit. Il eft évident que les cordes 
égales à la tangente BC feront autant éloignées du cen- 
tre que BC , & par conféquent elles feront auill tangen- 
tes par rapport à la petite circonférence. 

PROBLEME VII. 

\ , 

m. Faire un polygone régulier , pa r exemple , un exo* 
gone , dont chaque côté foit égal à la ligne donnée L. 

,70. Tirez la ligne AB égale à la ligne donnée , & après 
avoir cherché quel doit être l’angle à la circonférence 
de ce polygone (Article 104.) menez des deux extrêmi- 
tez A & B les lignes AC &c BC qui faftènt les deuxan- 
gles BAC Sc ABC égaux chacun à la moitié de l’angle à 
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la circonférence ; enfuite du point C & de l’intervalle 
CA ou CB décrivez une circonférence dont la ligne AB 
fera une corde : prenez avec le compas la longueur de 
cette ligne & appliquez une des pointes du compas fur 
l'extrémité A ou B , pour marquer fucccflivement les 
autres points de la circonférence aufqucls il faut tirer 
les cordes égales au côté AB : enfin menez ces cordes , 
vous aurez le polygone régulier cherché. La raifon de 
cette pratique paroîtra évidente , fi on fait attention 
que les rayons obliques CA & CB doivent couper les 
angles à la circonférence en deux également. (Art. 80.) 

' Ce Problème renferme cet autre : un polygone régu- 
lier étant donné , en faire un autre femblable dont le 
côté foit donné : car pour que deux polygones réguliers 
, foient femblablcs , il fuffit qu’ils aient le même nombre 
- de cotez. ( Art. 84. ) 

Pour faire les deux angles BAC & ABC égaux cha- 
cun à la moitié de l’angle à la circonférence , il faut le 
fervir d’un infiniment qu’on appelle rapperteitr , diffé- 
rent du compas & de la réglé : c’eft pourquoi cette mé- 
thode eft méchanique , & non pas géométrique : cepen- 
dant elle eft fort utile dans la pratique , parce qu’elle eft 
facile à éxécuter, & que d’ailleurs elle eft générale. 

Il y a des méthodes géométriques pour faire quelques- 
uns des polygones réguliers fur un côté donné : mais 
celle que nous venons d’expliquer dans ce Problème 
fuffit , quoiqu’elle ne foit que méchanique. Au refte la 
defeription géométrique du triangle régulier s’entend 
clairement par ce que nous avons dit , ( Art. 58.), en 
expliquant le Problème où il s’agit de faire un triangle 
qui ait fes trois cotez égaux à trois lignes données. Celle 
du quarréa été expliquée ( Art. 4 y & 4 6 . ) Enfin celle 
de l’exagone régulier fuit évidemment de l'art. 100 : car 
ayant le côté AB de l’éxagone , décrivez une circonfé- 
rence # dont le rayon foit égal au côté AB , & tirez des 
cordes égales à AB , vous aurez l'éxagone propofé. 
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Ôn n'a point encore trouvé de méthode géométrique 
♦ de faire des polygones réguliers de 7 cotez , de 9 , de 
Ii) de 13 , de 14, de 17 , &c. 

Problème VIII. 

ni. Trouver la circonférence d’un cercle dont on con- 
naît le diàmetre. 

Soit un cercle dont le diamètre ait 800 pieds. Afin 
de trouver la circonférence , il faut Ce fervir du rapport. 
d'Archiirtede , qui eftde 7 à 11, & faire une réglé de 
trois , dent le premier terme fôit 7 , le fécond z z , &c 
le troisième 800 j le quatrième fera la circonférence. 
On trouvera ce quatrième terme à l'ordinaire en multi- 
pliant les deux moyens z z 8 c 800 l’un parfaurre, & 
divifant le produit 17600 par 7 , qui eft le premier 
terme -, le quotient zy 1 4 ~~ fait voir que Ci le diamètre 
d’un cercle eftde 800 pieds , la circonférence eft d’en- 
viron zy 1 4 pieds 8 c L d’un pied. 

Le rapport de zz à 7 eft égal à celui de 3 L à 1 , c'eft- 
à-dire , que zz contient trois fois 7 & de plus 1 , qui 
eft la fepticme partie de 7 : c’eft pourquoi on rrouve- 
roit un nombre égal au quatrième terme cherché , en 
multipliant le diamètre 800 par 3 , 8 c en ajoutant enfuite 
au produit la feptiéme de 800 : ce qui eft plus facile que 
de trouver le quatrième terme de la proportion marqué 
ci-delfus par la réglé de trois. 

Si on veut avoir un nombre qui approche un peu plu3 
de la véritable circonférence que z y 1 4 L ? il faut fe fer- 
vir du rapport deii3 à 3 y 5 , & faire la proportion 
113 . 3 y y : : 800 . x : on trouvera qu'après avoir mul- 
tiplié les deux moyens , & divifé le produit par le pre- 
mier terme , le quotient fera z y 1 3 JLL. < Ainü U circon- 
férence eft environ zy 1 3 pieds 8 c -LL. d’un pied* 

11 3. Remarquez que la circonférence cherchée eft 
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airpsu moindre que l'un & l'autre des deux quotiens, 
parce que la circonférence dont le diamètre eft 7 , eft 
plus petite que 12 , & pareillement la circonférence 
dont le diamètre eft fuppofé de 1 1 3 , eft plus petite 
que 3 5 y : car , comme nous avons dit ( 1 01) , les con- 
féquens des deux rapports de 7 à 22 & de 1 1 3 à 3 j 5 
font un peu trop grands. En fe fervant du rapport de 
7 à 2 2 , le quotient qu'on trouve n'excede pas de fil 
2 48j me partie la véritable circonférence qu'on cher- 
che, 8c cependant il furpaflè plus que de la 2486 me 
partie cette circonférence ; mais lî on fe fert du rap- 
port de 1 1 3 à 3 y y , l'excès du quotient ou du nombre 
trouvé fur la circonférence qu’on cherche eft plus pe- 
tit que la 1 1776666™ partie de ce quotient, quoique 
cet excès foit plus grand que la 11776667 me partie du 
quotient. 

1 1 4. On peut conclurre de-Ià que lî en cherchant 
la circonférence d’un cercle par le rapport de 7 à 2 2 > 
le nombre trouvé eft égal ou plus grand que 248 6 , il 
furpaflera la circonférence au moins d'une unité : fi ce 
nombre trouvé étoit deux fois plus grand que 2486, 
il excederoit la circonférence au moins de deux unirez , 
8 cc. De même fi le nombre trouvé étoit la moitié de 
i486, il furpaflèroit la circonférence au moins delà 
moitié d'une unité. Ainfi dans l'exemple qu'on vient 
d'employer , le nombre trouvé par le rapport de 7 à 2 1 
étant de 2 / 1 4 y } on en peut retrancher 1 &c on eft af- 
fûté que le refte 2513 y eft encore plus grand que la 
véritable circonférence. En général il faut divifèr le 
nombre trouvé par 2486 , fit ôter enfuite le quotient 
de ce nombre trouvé , le refte fera encore un peu plus 
grand que la circonférence cherchée : mais fi on divile 
le nombre trouvé par 2485 , & qu'on retranche le quo- 
tient du même nombre trouvé , le refte fêta moindre 
«que U circonférence cherchée. On peut dire la même 
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chofê lorfqu’on fe fert du rapport de 1 1 3 à j 5 5 en 
fubftituant néanmoins 11776667 à la place de Z4S6 , 
& 11776666 à celle de 1485. 

Si on fe fert du rapport de 106 à 3 3 3 qui eft très- 
tommode dans la pratique , le quotient qu'on trouvera 
fera plus petit que la circonférence cherchée , parce 
que la circonférence dont le diamètre eft 106 eft plus 
grande que 333. Mais l’excès de la circonférence cher- 
chée fur le quotient trouvé ne fera pas la 37749'"' par- 
tie de ce quotient , & cependant cet excès eft plus grand 
que la 377yo me partie du quotient. On trouvera la 
preuve de tout ce que nous venons de dire fur cette ma- 
tière dans le fupplépient qui eft à la fin de l'ouvrage 
dont celui-ci eft un abrégé. 

2 ) E S FIGURES PLANES 
confiderées félon leur furface. 

Après avoir parlé des cotez qui terminent les figures , 
& des angles formez par ces cotez , il faut à préfent con- 
fîderer l’efpace qui y eft renfermé. Cet efpace eft une 
furface ou fuperficie , on le nomme auffi aire. 

Nous avons dit qu'il y avoit trois fortes de furfaces ; 
les planes , comme celle des miroirs ordinaires ; les 
courbes comme celle des globes , & les mixtes , qui font 
en partie planes & en partie courbes. 

Nous avons encore diftingué trois fortes de fuperfi- 
cies planes ; les reétilignes , comme un pentagone ; les 
curvilignes , comme les cercles ; & les mixtilignes, com- 
me les lègmens Sc les feé^eurs du cercle. 

Nous traiterons 1 °. Des élemens &c de l'égalité des 
furfaces. De la mefure des furfaces. 3°.Du rap- 
port des furfaces. 
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DES ELEMENS ET DE L’EGALITE ’ 

des fur faces, ■ 

Comme la ligne eft compofée de points , de même la 
furfacc elt compofée de lignes potées les unes à côté des 
autres : ainfi les élemens des furfaces font des iignes. Or 
ou ne peut concevoir que des lignes confiderées fans 
largeur composent une furface ; c’eft pourquoi il faut 
confidercr les lignes comme ayant une largeur infini- 
ment petite qui (oit la même dans chacune des lignes 
qui fervent d elémens à une fuperficie. 

ii j. Les élemens d’un parallélogramme font donc Fig. 46, 
une infinité de lignes parallèles &c égales à la bafe , lef- 
quelies rcmplillent l’cfpace compris dans le parallélo- 
gramme. De même les élémens d'un triangle font une Fig. 47. 
infinité de lignes parallèles à la bafe , qui font d'autant 
plus courtes qu’elles font plus éloignées de la bafe. Les 
élemens du cercle font une infinité de circonférences 
concentriques : ainfi des autres figures. 

1 16. On prend aulTi pour élemens des figures, des 
furfaces infiniment petites , donc la Tomme remplit la 
figure ; par exemple , 011 peut dire que les élémens d’un 
parallélogramme, font une infinité de petits parallélo- 
grammes qui ont même bafe que le parallélogramme 
total , &c qui ont une hauteur infiniment petite. Pareil- 
lement on peut prendre pour élémens d’un triangle une 
infinité de triangles qui ont même hauteur que le trian- 
gle total j & qui ont chacun pour bafe une partie infi-pj„ 
niment petite de la bafe de ce niailgle. On peut aufifi 0 
prendre pour élémens d’un cercle , des triangles infini- 
ment petits , donc le fommet foie au centre , & qui 
aient pour bafe chacun une partie infiniment petite de 

la circonférence. On peut dire la même chofe des fec- 
tcurs de cercle , comme celui de la Figure 49. 

117. Il eft évident que deux figures ou fuperficies 
font égales lorfque les élémens de l’une font égaux aux; 

J I, Partie, I 
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élémens de l'autre , & que le nombre de ces élémens eft 
égal dans les deux lu perfides. 

i i 8 . Nous nous fervirons dans nos démonf! rations 
des premiers élémens , c’eft-à-dire , des lignes que l'on 
regarde comme ayant une largeur infiniment petite. Or 
le nombre de ces élémens femefure dans les parallélo- 
grammes & dans les triangles par des perpendiculaires 
à la bafe , qui font les hauteurs ; en forte que fi la hau- 
teur d'un parallélogramme eft double de celle d’un au- 
tre , le nombre des élémens du premier eft double du 
nombre des élémens du fécond ; fi la hauteur eft triple , 
le nombre des élémens eft triple , &c. 

1 1 <j. Dans le cercle le nombre des circonférences 
concentriques qui en font les élémens , eft mefuré par 
le rayon , parce que le cercle étant rempli de circonfé- 
rences , il eft clair que le nombre des circonférences eft 
étral au nombre des points du rayon. 

On appelle ces élémens indivifîbles , parce que n’ayant 
qu’une largeur infiniment petite , on les regarde com- 
me indivifibles félon leur largeur. 

Après aroir donné ces notions touchant les élémens 
des furfaces s il faut maintenant parler de leur égalité. 

1 10, Deux figures planes font appellécs égalés , lorf- 
que la furface de l’une eft égale à la furface de l’autre , 
quoique les cotez de la première ne foient pas égaux à 
ceux de la fécondé : par exemple , afin que deux trian- 
gles foient appeliez égaux , il fuffit qu’ils aient des fur- 
faces égales ; & même un triangle eft dit égal à un pa- 
rallélogramme , loffqu’il contient autant d’efpace ou de 
furface que le parallélogramme : mais lorfque deux fi- 
gures ont des furfaces égales , & que les cotez & les an- 
gles de l’une font égaux à ceux de l'autre , chacun à 
chacun , pour lors on dit qu’elles font égales en tout. 
Dans le premier cas , on dit fouvent que les figures font 
égales en furface ; mais cela n’eft pas nécellaire , il luffit 
de dire qu’elles font égales : ce qui* fignific la même 
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chofe qu’en difant qu’elles font égales en furface. 

1 1 1 . Il paroît par-là 8c par l’article $ qu’il y a une 
grande différence entre des figures égales ôc des figures 
lemblables. 

ni. Deux reétangles de même balé 8c de même hau- 
teur font égaux en tour. Cette propofition peut palïèc 
pour un axiome : car fi on conçoit que l'on applique 
ces deux rcétamgles l’un lur l’autre , la bafe fur la bafe , 

& le côté lur le côté , on voit aiiément que ces deux 
rcétangles conviendront parfaitement , 8c par confé- 
quent ils font égaux en tout. Mais fi on compare un 
rcétangle avec un parallélogramme de même bafe & de 
même hauteur , on n’apperçoir pas fi facilement fi les 
furfaces lont égales. Nous allons démontrer l'égalité de 
ces deux figures dans le Théorème fuivant. 

| 

THEOREME premier et fondamental. 

i i j . Ur> retl angle & un parallélogramme de même bafe 
& de même hauteur font égaux. 

Soit le reétangle ABCD 8c le parallélogramme EBCF pjg. 
qui ont même bafe -, fçavoir BC , 8c qui ont auiïi même ° 
hauteur, puifqu'ils font entre les mêmes parallèles. Il 
faut démontrer que leurs furfaces font égales. 

Démonstration. 

Deux fuperficies font égales lorfque les élémens de 
l’une (ont égaux à ceux de l’autre , 8c que le nombre 
de ces élémens eft égal dans les deux figures. Or i °. Les 
élémens du reélangle font égaux à ceux du parallélo- 
gramme , puifque les élémens de l’une 8c de l’autre fi- 
gure , comme GH 8c KL font égaux chacun à la bafe 
commune BC. i 0 . Le nombre des élémens eft égai dans 
les deux figures , parce quelles ont même hauteur. La 
vérité de cette féconde partie paroît encore en ce que fi 
on prolonge tous les élémens du reétanglc , ils remplil- 
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fent l’aire ou la fui face du parallélogramme, 8c par con* 
fcquent il y a autant d’élemens dans l’une que dans l’au- 
tre de ces deux figures ; donc le rectangle & le parallé- 
logramme font égaux. Ce qu’il falloir démontrer. 

On pourroit peut-être objecter contre cette demonf- 
tration que le parallélogramme contient plus d’élemens 
que le rectangle , parce que dans le parallélogramme il 
y a autant d'élemens ou de lignes parallèles à la baie 
qu’il y a de points dans le côté EB : 8c de même il y a 
autant de ces élemens dans le reétangle , qu’il y a de 
points dans le côté AB. Or il y a plus de points dans 
l’oblique EB , que dans la perpendiculaire AB. 

Il eft vrai que fi on prend des points égaux dans les 
deux lignes EB 8c AB , il y en a plus dans la première 
que dans la fécondé ; de par coniéquent fi on conçoic 
qu’il y a des élemens tirez de tous ces points , il y eu 
aura plus dans le parallélogramme que dans le rectan- 
gle , mais auffi les élemens du parallélogramme feront 
moindres en largeur que ceux du reétangle dans la mê- 
me proportion qu’ils feront en plus grand nombre ; en 
forte que s'il y a deux fois plus dlélemens dans le paral- 
lélogramme , ils n’auront que la moitié de la largeur de 
ceux du rectangle. Cela paroîtra clairement fi on tire des 
parallèles à la baie qui pafient au travers du reétangle 
8c du parallélogramme : car dans cette hvpothefe les 
mêmes lignes qui fervent d’élemens aux deux figures , 
oecupent par leur largeur une plus grande partie du 
côté du parallélogramme que de celui du reétangle , à 
caufe de l’obliquité du premier côté* 8c par conséquent , 
puifque les élemens étant fuppofez égaux eu largeur 
dans les deux figures , ceux du parallélogramme répon- 
dent à de plus grands points du côté , il s’enluit que 
fi on ‘prend dans ce côté des points égaux à ceux du, 
côté du reétangle , & qu’on conçoive des élemens tirez 
de ces points dans les deux figures , ceux du parallélo- 
gramme auront moins de largeur que ceux du reétangle. 
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Aûtre Démonstration. 

Le rectangle & le parallélogramme ont le triangle 
commun BOC ; il 11’y a donc plus qu'à faire voir que 
l’autre partie ABOD du redtangle eft égale à la partie 
EOCF du parallélogramme ; ce que je démontre ainfi : 
le triangle ABE eit égal en tout au triangle DGF : car 
i°. La perpaÉiicuIaire AB du premier eft égale à la 
perpendiculairBX) du fécond , puilque ce lont des co- 
tez oppofez d'un rcdlangle. 1 0 . Les deux obliques BE 
& CF iont auffi égales , parce que ce font des cotez op- 
pofez du parallélogramme (4?). j°. L:s iignes AE & 
DF font encore égales ; car elles ont une partie commu- 
ne , fçavoir DE ; 6 c d’ailleurs les deux autres parties AD 
& EF font égales entr'clles , puifqu’clles font égales 
chacune à la bafè BC ; par conféquent les trois côrcz 
du premier triangle font égaux aux trois cotez du fé- 
cond ; ainfi les deux triangles (ont égaux en tout ; donc 
fi on retranche la partie commune DOE , le refie ABOD 
du premier triangle fera égal au relie EOCF du fécond. 
Mais ces n-ftes font les deux parties du rectangle 6 c du 
parallélogramme qu’il falloir démontrer égales. Par con- 
fcquent le redtangle eft égal au parallélogramme. Ce 
qu'il falîoit démontrer. 

Voici üne difficulté que l’on peut propofer contre ce 
Théorème fondamental , pour prouver que le paral- 
lélogramme a plus de fur face que le redtangle. Les 
cotez du parallélogramme étant plus grands que ceux 
du redtangle, il ell certainement plus long, & d’ail- 
leurs il a autant de largeur , puiiqu’its ont même bafe. 
Par conféquent le premier a une plus grande futface 
que l’autre. 

J’avoiie que, le parallélogramme eft plus long que le 
redtangle , mais auffi il a moins de largeur : car la lar- 
geur fe mefure par une perpendiculaire entre les deux 
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cotez , & non par la bafe , à moins qu’elle ne foit per- 
pendiculaire aux cotez , comme dans le rectangle. Or 
il ell clair que la perpendiculaire tirée entre les cotez 
du parallélogramme cil moindre que la bafe , puifque 
cette bafe ell oblique par rapport à ces cotez du pa- 
rallélogramme. 

Corollaire I. 

1x4. Deux parallélogrammes qui ojj^des hauteurs 
égales , ou , ce qui éil la même chofe , qui font entre 
mêmes parallèles , & qui ont des bafes égales , font 
égaux en furface. C’eft une fuite néceflairè du Théorè- 
me , parce que chacun de ces parallélogrammes ell égal 
à un rectangle de même bafe & de même hauteur. 

Tig. î 1 - jjj. Avant de pafTer au fécond Corollaire , il faut 
remarquer qu'un triangle , comme ABD , ell la moitié 
d’un parallélogramme de même bafe & de même hau- 
teur : car (i on fait le parallélogramme ABDC dont le 
côté AB & la baie BD foient deux cotez du triangle , 
il ell certain que le troilîéme côté AD du triangle di- 
vife le parallélogramme en deux parties égales (44.) ; 
parce que ce côté fert de diagonale ; par conféquent le 
/ triangle ABD cil la moitié du parallélogramme ABDC , 
qui a même bafe & même hauteur que le triangle. 

Corollaire II. 

Fig. 51. 1 2- < 5 . Deux triangles j comme ABD & EGH , qui 

ont des hauteurs égales , ou qui font entre mêmes pa- 
rallèles , & qui ont aurtî des bafes égales , font égaux 
en furfaces : car , félon la remarque précédente , ces 
triangles font moitiez des parallélogrammes AD& EH 
qui ont même hauteur 3 c même baie que les triangles. 
Or nous venons de dire dans le premier Corollaire , 
que e s parallélogrammes font égaux; donc leurs moi- 
tiez font aufli égales. 


d by Google 


I. ] • 

Livre second. i 3 y 

Corollaire III. 

117. Un triangle , comme CED , qui a même bafe Fig. jt. 
qu’un parallélogramme CB , & qui a une hauteur dou- 
ble de celle du parallélogramme, lui eft égal en furface: 
car fuppofons un autre parallélogramme , qui ait même 
bafe & même hauteur que le triangle , il eft clair que 
le triangle & le parallélogramme CB ne font chacun que 
la moitié de cet autre parallélogramme , 8c par conté- 
quent le triangle ift égal au parallélogramme CB. 

Corollaire IV. 

iz8. Un triangle comme CAE, qui a même hauteur Fig. 53. 
qu'un parallélogramme tel que AD , & qui a une bafe 
double , lui eft égal en furface. Cela fe démontre de ia 
même maniéré que le Corollaire précèdent. 

THEOREME II. 

I z 9. Un trapez.e , comme ACDB, dont les deux cotez, Fig. 5 4- 
AB & CD font parallèles , efi égal à un parallélogramme 
de mente hauteur , & qui aurait pour h fe une ligne 
moyenne proportionnelle arithmétique entre les deux cotez 
parallèles. 

Prenez CK égale à AB, 8c divilez le refte KD en deux 
parties é ;alcs au point P : tirez enfuite la ligne PE pa- 
rallèle au côté AC , vous aurez le parallélogramme 
ACPE ou AP, qui a la même hauteur que le trapeze ,8c 
dont la baie CP eft moyenne proportionnelle arithmé- 
tique entre AB ou CK 8c CD ; puifque CK eft autant 
furpalle par CP , que CP Peft par CD. Il s’agit donc 
de démontrer que ce parallélogramme AP eft égal en 
furface au trapeze. 

Démonstration. 

Le pentagone ACPHB eft commun au parallélo- 
gramme & au trapeze -, par conféquent lî le triangle 
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BHE > qui ell le relie du parallélogramme , ell égal au 
triangle DHP relie du rrapeze , ces deux figures ont des 
furfaces égales. Or les deux triangles BHE & DHP font 
égaux; car i°. L’angL B dl égal à l’angle D, parce 
qu’ils font alternes entre parallèles. i°. Les angles 
E& P de ccs deux triangles font -a u lit égaux par la mê- 
me raifon. 3 0 . Les cotez BE èc DP, lur Lfquels ccs 
angles font formez , font encore égaux : car les deux 
lignes AE & CP font égales , puifcjuc ce font des cotez 
oppofez du parallélogramme (4$.) : d’ailleurs les deux 
parties AB & CK de ces cotez font é jales par Pliypo- 
tlrefe ; donc les deux autres parties BE & KP font aulli 
égales. Or DP cil encore é.;al à KP par l’hypothefe ; 
donc 1 s cotez BE & DP des deux triangles BHE « 3 c 
DHP font égaux ; ainfi les deux triangles font égaux 
( 17. ) ; par confisquent le parallélogramme eil égal 
au trapeze. Ce qu’il falloir démontrer. 

THEOREME III. 

■t 

13 c. la fur face d’un cercle ejl craie à la far face d'un 
triangle rectangle qu; a pour fauteur le ray en , çr pour 
lafe taie ligne droite égale a la circonférence. 

Démonstration. 

Fig. 53. Soit le cercle de la Figure 55 , & le triangle reétan- 
glî CAB qui a pour hauteur le rayon CA , &c pour 
baie la ligne droite AB cealc à la circonférence. Pour 
démontre r que le cercle ell égal au triangle , il faut 
concevoir que l'un & l’autre cil partagé en fes élemens , 
& faire voir , i°. Qu’il y a autant d’élemens dans le 
cercl que dans le triangle. 2 0 . Que les élemens du cer- 
* cle font é.aux aux élemens correlpondans du triangle. 

Prt mierement , il v a autant d’élemens dans le ccr- 
cle , qu'il y en a dans le triangle : car les élemens du 
cercle font des circonférences concentriques , & lcséle- 
meus du triangle font des lignes parallèles à la baie. Or 
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il y a autant de circonférences concentriques dans le 
cercle , que de lignes parallèles à la bafe dans le trian- 
gle, puilque le nombre en eft mefuré de part 8 c d'autre 
par la ligne CA , qui eft en même-tems rayon du cer- 
cle, & hauteur du triangle. 

En fécond lieu , chaque circonférence, comme ad, 
rft égale à la bafe correfpondante ab du triangle : car 
les circonférences étant entr’elles comme les rayons , 
on a cette proportion ; la grande circonférence AD eft 
à la petite ad : : CA . ca : de même à caufe des trian- 
gles fcmblables CAB , cab , on a encore la proportion 
AB. ai :: CA .ca ; ainli , puifque la raifon de AD à ad , 

& celle de AB à ab , font égales chacune à une troifîé- 
ine , fçavoir , à celle de CA à ca ; il faut qu’elles foient 
égales entr’elles. O11 a donc encore la proportion AD . . { 

ad: : AB . ab:&c alternai do , AD . AB ::ad . ab. Or dans 
cette derniere proportion , l’antécedent 8 c le conséquent 
de la première raifon font égaux par Ihypothefe , puif- 
que l’on fuppofe que la bafe du triangle eft égale à la 
circonférence du cercle; par conféquent les deux ter- 
mes ad & ab de la fécondé raifon font aufli égaux (Liv. 

I. Art. 161). O11 peut démontrer de la même maniéré 
1 que chaque circonférence efl égale à la bafe correfpon- 
dante du triangle; ainfi les élemens du cercle font 
égaux aux élemens correfpondans du triangle : d’ail- 
leurs le nombre des élemens rft égal de part 8 c d'autre : 
par conféquent le cercle eft égal au triangle. Ce qu’il 
falloir démontrer. 

Corollaire. 

1 3 1. Un fréteur de ccrcie , comme CAD, eft égal Fig. 5$. 
au triangle reétangle CAB , qui a pour hauteur le rayon 
CA , 8 c pour bafe une ligne droite égale à l'arc dm 
feéleur. Cela fè démontre de la meme maniéré que le 
Théorêmç , en faifant voir qu’il y a autant d'élemens 
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dans le feéteur , que dans le triangle , & que les élcmem 
correfpondans dans les deux figures font égaux. 

iji. Un triangle reélangle eft égal à tout autre 
triangle de même bafe & de même hauteur ( 1 16. ) ; 
& par conféquent on peut dire généralement , qu'un 
cercle eft égal en furface à un triangle quelconque qui 
a pour hauteur le rayon du cercle , & pour baie uue 
ligne droite égale à la circonférence. De même on peut 
dire en général , qu’un feéteur de cercle eft égal à un 
triangle quelconque , qui a pour hauteur le rayon du 
foéleur , & pour bafe une ligne droite égale à l’arc de 
ce fcéteur. 

I 

Problème. 

Fig. j7. 153. Une figure reéli ligne , comme ABCDE , étant 

donnée , en faire une autre qui lui fot égale , & qui ait 
un côté de moins. 

Du point A tirez la ligne AC qui retranche le trian- 
gle ABC ; enfuite du point B , tirez la ligne BF paral- 
lèle à la ligne AC > enfin prolongez le côté DC julqu’à 
la rencontre de la ligne BF. Je dis que fi du point A , 
vous menez la ligne AF au point où le côté DC ren- 
contre lâ parallèle BF , on aura le quadrilatère AFDE , 
égal au pentagone donné ABCDE. En voici la démons- 
tration. 

La furface AEDC eft commune au quadrilatère ic au 
pentagone ; il n’y a donc qu’à faire voir que le triangle 
AFC qui eft le relie du quadrilatère , eft égal au trian- 
gle ABC , refte du pentagone. Or ces deux triangles 
font égaux (116.); puifqu'ils ont la même bafe, fça- 
voir AC , & qu’ils font entre les mêmes parallèles BF 
# & AC. 

On pourroit par la même méthode réduire le qua- 
drilaterre AFDE en un triangle égal en furface. Pour 
cela il faudroit mener une ligne du point A au point 
D y enfuite tirer par le point E une parallèle à la ligne 
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AD , & prolonger CD jufqu’à la rencontre de certo 
parallèle ; enfin tirer la ligne AG , & on auroit Je trian- 
gle GAF égal au quadrilatère AFDE , comme il paroîc 
en faifant l'application de la démonftration qui précédé. 

1 3 4. Il fuit de-là , que tout polygone peut Ce réduire 
en triangle : d'ailleurs nous donnerons la méthode de 
faire un quarré égal à un triangle. Par conféquent toute 
furface reétiligne peut fe réduire en quarré : c'eft ce 
qu’on appelle U quadrature des furfaces reétilignes. 

DE LA MESURE DES FIGURES PLANES. 

1 3 y. Les mefures des fuperficies font d'autres petites 
fuperficies connues & déterminées : comme le pied quar- 
ré , la toife quarrée , &c. 

1 5 G. On entend par un pied quarré , une furface 
quarrée dont les quatre cotez font chacun égaux à un 
pied en longueur ; telle feroit la Figure 69 , Ci chacun 
des cotez avoit un pied en longueur. De même un 
quarré dont chaque côté eft égal à une toife en lon- 
gueur , eft appellé toife quarrée , &c. 

THEOREME I. 

137. La furface d'un rettangle eft égale an produit de 
fa hauteur. par fa iafe , ou de fa bafe par fa hauteur. 

De MO N ST RATION. 

Soit le reétarglc AC dont le côté AB contienne 3 toi- Fig. 58. 
fes , & la bafe BC en Contienne 4. Si on multiplie 3 par 
4 , le produit fera 1 1 ; il faut donc faire voir que la fur- 
face de ce rcétanglé contient 1 z toiles quarrées. Pour 
cela , il faut divifer le côté du reétangle en trois toifes , 

& fa bafe en quatre : enfuite par les points de divifion 
du côté AB , tirez des parallèles à la bafe , & par les 
points de la bafe , tirez des parallèles aux cotez -, toutes 
ces parallèles formeront des toifes quarrées difpofées en 
rangs parallèles à la bafe , dont chacun contiendra au- 
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tant de toiles quarrées , qu'il y a de toifes en longueur 
dans la bafe , c'eft-à-dire 4 : mais d'ailleurs il y aura 
autant de ces rangs de toifes quarrées , qu'il y a de toi- 
les en longueur dans le côté du reétangle , c'eft-à-dire 
3 ; donc la fomine des toifes quarrées du rectangle , eft 
égale à 3 fois 4 , qui eft le produit du nombre des toi- 
fes de la bafe , par le nombre des toifes du côté. Ce 
qu’i| falloir démontrer. 

Corollaire I. 

138. La furface d’un parallélogramme eft égal au 
produit de fa bafe par la hauteur : car tout parallélo- 
gramme eft égal à un reétangle de même bafe & de mê- 
me hauteur. Or on vient de démontrer que pour avoir 
la fuper^fîcie d’un reétangle, il falloir multiplier fa bafe 
par fa hauteur; par coniéquent pour avoir la furface 
d'un parallélogramme , il faut aufli multiplier fa balé 
par la hauteur. 

139. Remarquez que dans un parallélogramme qui 
n’eft pas reétangle , la hauteur eft différente du côté 
qui fait un angle avec la bafe , parce que cette hauteur 
fe prend de la perpendiculaire tirée entre les deux ba- 
ies : mais lorlque le parallélogramme eft reétangle , 
alors le côté étant perpendiculaire aux bafes * il mefurc 
la hauteur du parallelogrammç. 

Corollaire IL 

140. La furface d'un triangle eft égale au produit de 
fa bafe par la moitié de fa hauteur , ou au produit de 
fa hauteur par la moitié de fa bafe. C'eft une fuite né- 
ceffaire des Corollaires dans lefquels on a démontré 
(iz7& iz8), que le triangle eft égal au parallélo- 
gramme, qui a même bafe &: la moitié de la hauteur 
du triangle ; ou bien à un parallélogramme qui a même 
hauteur que ie triangle & la moitié de fa baie. 
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On peut encore dire que la furface du triangle eft 
égale à la moitié du produit de fa baie par fa hauteur. 

Cela revient au même qüe ce que nous venons de dire 
dans le Corollaire. 

141. Remarquez que lorfque le triangle eft re&an- pjg 
g!e j comme ABD , on peut prendre BD , qui eft un 
des cotez de l’angle droit pour la bafe j auquel cas l’au- 
tre côté AB du même angle eft la hauteur du triangle , 
parce que ce côté eft perpendiculaire à la bafe. C’eft 
pourquoi afin d’avoir la furface d’un triangle reétan- 
gle , il faut multiplier un des cotez de l’angle droit 
par la moitié de l’autre côté , & le produit donne la 
furface du triangle , ou bien il faut multiplier un de ces 
cotez par l’autre , & prendre la moitié du produit. 

— Corollaire III. 

141. L’aire ou la fuperficie du cercle eft égale au pro- 
( duit du rayon par la moitié de la circonférence du cer- 
cle j ou de la circonférence par la moitié du rayon : 
car on démontre ( 1 5 a ) , que le cercle eft égal au trian- 
gle qui a pour hauteur le rayon > & pour bafe une ligne 
droite égale à la circonférence. Or ce triangle eft égal 
au produit de fa hauteur qui eft le rayon par la moitié 
de fa bafe , c'eft-à-dire , par la moitié de la circonfé- 
rence ; donc le cercle eft aufïï égal au produit du rayon 
par la moitié de la circonférence. 

On démontrera de la même maniéré , que l’aire d’un 
feéteur de cercle eft égal au produit du rayon par la 
moitié de l’arc du fe&eur , ou de l’arc par la moitié 
du rayon. 

Corollaire IV. 

14 j. La furface d'un trapezequi a deux cotez pa- Fig. 54. 
xalleles , eft égale au produit de fa hauteur par une 
moyenne proportionnelle arithmétique entre les deux 
<ôtez parallèles. Cela fuit du Théorème II ( 119 . 
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dans lequel on a démontré que le trapeze qui a deux 
cotez parallèles , eft égal à un parallélogramme de mê- 
me hauteur , & dont la bafe eft moyenne proportion- 
nelle arithmétique entre ces deux cotez parallèles. 

THEOREME II. 

144. Une figure circonficritc à un cercle , cfi é^ale au 
produit du rayon du cercle , par la moitié du perimetre de 
la figure. 

Démonstra tion. 

, Soit le polygone circonfcrit ABCDE : il faut faire 
voir qu'il eft égal au produit du rayon FG du cercle par 
la moitié du perimetre. Pour cela tirez du centre F des 
lignes , comme FA , FB , &c. aux angles du polygone, 
ïl eft évident que ces lignes diviferont le polygone en 
autant de triangles qu'il y a de cotez. D’ailleurs ces 
triangles auront une hauteur égale , fçavoir , un rayon 
comme FG , tiré au point de contingence , parce que 
tout rayon tiré au point de contingence , eft perpendi- 
culaire à la tangente ( Liv. I. Art. 1 1 y ). Or chacun des 
triangles , comme DFC , eft égal au produit de la moi- 
tié du côté DC qui eft la bafe , par le rayon FG qui eft 
la hauteur. Donc la fomme des triangles , ou le poly- 
gone circonfcrit eft égal au produit de la moitié de tous 
les cotez , c'eft- à-dire , de la moitié du perimetre par 
le rayon du cercle. Ce qu'il falloit démontrer. 

On peut dire aufli qu'un polygone circonfcrit à un 
cercle , eft égal au produit du perimetre entier par la 
moitié du rayon , ou bien à la moitié du produit du pe- 
timetre par le rayon entier. Il eft évident que tout cela 
revient à la même chofe que l’énoncé du Théorème. 

Corollaire I. 

145. Tout polygone régulier eft égal au produit du 
ïayon droit par la moitié du perimetre. Ce Corollaire 
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n’eft qu’une application du Théorème , parce qu’on 
peut toujours regarder un polygone régulier comme cir- 
confcrit à un cercle dont le rayon (croit égal au rayon 
droit du polygone ( 77 ). 

Corollaire II. 

146. La fuperficie du cercle eft égale au produit du 
rayon par la moitié de la circonférence. C’eft une fuite 
du Corollaire précédent , puifque le cercle eft un poly- 
gone régulier dont les cotez font infiniment petits. Nous 
avons déjà démontré la même propofition dans le troi- 
fiéme Corollaire du premier Théorème ( 141). 

147. Remarquez que toute figure reéliligne comme pîg.cos 
A pouvant être réduite en triangle , on aura la mefure 

de l’aire de cette figure , fi on prend celle de tous les 
triangles. 

PROBLEME I. 

1 48. Faire un quarré égal à un parallélogramme donné. 

Soit le parallélogramme dont la hauteur eft A & lapig. tfri 
baie C. Pour avoir un quarré égal à ce parallélogram- 
me , il faut chercher ( Liv. I. Art. 172. ) une moyenne 
proportionnelle B entre la hauteur & la bafe du paral- 
lélogramme , le quarré de cette moyenne proportion- 
nelle eft égal au parallélogramme : car par l’hypothefe 
A . B : : B . C ; donc le produit des extrêmes eft égal au 
produit des moyens. Or Le produit des extrêmes A & C 
eft le parallélogramme -, puifque pour avoir l’aire du 
parallélogramme , il faut multiplier la hauteur par la 
baie : & le produit des moyens eft le quarré de la 
moyenne proportionnelle B ; donc le quarré de la 
moyenne proportionnelle eft égal au parallélogramme. 

Si le parallélogramme eft reétangle , il faut prendre 
une moyenne proportionnelle entre le côté & la bafe du 
reétangle , parce que pour lors la hauteur eft égale au 
côté. 
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PROBLEME II. 

149. Taire un quarré égal en furface à un triangle. 

Cherchez une moyenne proportionnelle entre la hau- 
teur Sc la moitié de ia bafe , ou entre la baie Sc la moi- 
tié de la hauteur , le quarré de cette moyenne propor- 
tionnelle fera égal en furface au triangle : car nommant 
la hauteur du triangle za, fa bafe zb , Sc la moyenne 
proportionnelle m , on aura par l’hypothefe za .m : : 
rn . b , ou bien , a .rn::m . zb. Par conféquent mnr=. 
zab , c’eft-à-dire , que le produit des moyens eft égal au 
produit des extrêmes. Or ce produit mtn eft le quarré 
de la moyenne proportionnelle : D’ailleurs zab repré- 
fente la furface du triangle , puifqu’elle eft égale au 
produit de la hauteur multipliée par la moitié de la 
bafe , ou de la bafe multipliée par la moitié de la hau- 
teur. Donc le quarré eft égal au triangle. 

Si le triangle eft reétangle , Sc qu’on prenne un des 
cotez de l’angle droit pour bafe , l’autre côté de cet an- 
gle fera la hauteur , parce qu’il eft perpendiculaire à la 
bafe. Il faudra donc chercher une moyenne proportion- 
nelle entre un de ces cotez Sc la moitié de l’autre. 

C’eft ici où nous devons parler du fameux problème 
de la quadrature du cercle , que l’on n’a encore pu ré- 
foudre jufqu’à préfent. Ce problème confifte à trouver 
une méthode géométrique de faire un quarré égal en 
furface à un cercle donné. 

150. Nous avons démontré qu’un cercle eft égal en 
furface à un triangle qui a pour hauteur le rayon , Sc 
pour bafe une ligne droite égale à la circonférence. 
Or ce triangle par le problème précèdent , eft égal 
au quarré de la moyenne proportionnelle entre la hau- 
teur Sc la moitié de la bafe du triangle ; par conféquent 
ce quarré qui a pour côté une moyenne proportion- 
nelle entre, le rayon & la demi-circonférence, eft égal 
au cercle. Ainiî pour avoir un quarré égal au cercle 

donné. 
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donné , il faut trouver une moyenne proportionnelle 
entre le rayon & la demi-circonférence du cercle. 

15 i. Nous avons donné ( Liv. 1 . Art. 171.) la mé- 
thode de trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes droites : c’eft pourquoi h on pouvoir trou- 
ver géométriquement une ligne droite égale à la demi- 
circonférence , il feroit aifé d'avoir une moyenne pro- 
portionnelle entre le rayon 3 c la demi-circonférence : ce 
qui donneroir la foiution du problème de la quadrature 
du cercle , parce que le quarré de cette moyenne pro- 
portionnelle entre le rayon & la demi-circonférence 
feroit égal au cercle , comme nous venons de le dé- 
montrer. On voit donc que pour réfoudre ce problème, 
il ne s’agit que de trouver une méthode géométrique de 
tirer une ligne droite égale à la moitié de la circon- 
férence. 

1 fi. Archimede a cherché à exprimer en nombres! 
le rapport de la circonférence au diamètre : mais il n'a 
pu trouver exactement ce rapport j il a cependant dé^ 
montré , comme nous l'avons dit ( 101.), que ce rap- 
port étoit un peu moindre que celui de iz à 7 , 3 c plus 
grand que celui de 11 ^ à 7. Or fl on connoifloic 
exactement par des nombres le rapport de la circonfé- 
rence au diamètre, il ne feroit pas difficile de trouver 
une ligne droite égale à la circonférence , parce que le 
diamètre eit une ligne droite à laquelle la circonférence 
auroit un rapport connu} par exemple , file rapport 
de la circonférence au diamètre étoit précifément égal à 
celui de 1127, pour lors afin de trouver la circonfé- 
rence d’un cercle dont on auroit le diamètre , il fau- 
droit tirer une ligne droite indéfinie , 3 c prendre fur 
cette ligne trois parties qui foient chacune égales au 
diamètre ; la fomme de ces trois parties feroit égale à 
zi , parce que chaque diamètre eft de 7 : enfuite il n’y 
auroit plus qu’à divifer le diamètre en 7 parties égales » 
II. Partie . K 
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& ajouter une de ces parties aux 11, & on auroit una 
ligne droite égale à la circonférence cherchée ; & par 
conféquent le problème de la quadrature du cercle fe- 
roit réfolu. 

Mais quoique ce rapport ne puiflè peut-être pas s’ex- 
primer en nombres , ou, ce qui eft la même choie t 
quoique la circonférence & le diamètre du cercle foient 
peut-être immenfurables , il ne s’enfuit pas que l'on ne 
puilïè avoir une maniéré géométrique de trouver une 
ligne droite égale à la circonférence d’un cercle dont 
on a le diamètre : car , par exemple , lorfque le côté 
d’un quarré eft donné , il eft facile de trouver la dia- 
gonale : il n'y a qu’à conftruire le quarré , & tirer en- 
duite une ligne droite d’un angle à un autre angle op- 
pofé : cependant cette ligne eft incommenfurable avec 
le côté , comme nous le démontrerons à la fin de ce 
fécond Livre. 

Il y a tant de Géomètres non moins remarquables 
par la fupériorité de leur génie que par une profonde 
connoiftance dcs mathématiques , qui ont cherché inu- 
tilement la quadrature du cercle , que c’eft une témé- 
rité infupportable à des commençants d’efpérer de la 
trouver. Cependant on en voit tous les jours qui {ca- 
chant à peine les élémens de Géométrie s’occupent fé- 
rieufement à la découverte de ce problème , qui d'ail- 
leurs ne ferviroit de rien dans la pratique pour trouver 
la circonférence & la furface d’un cercle , ou la {oli- 
dité d’un globe dont on connoît le diamètre , puifque 
le rapport de 1 1 3 à 3 5 y découvert par Métius , appro- 
che tellement du véritable rapport du diamètre à la 
circonférence , qu’il feroit impoiïïble de s’affurer dans 
la pratique de s’en être autant approché quand bien 
même on auroit en nombre le rapport exaél du diamè- 
tre à la circonférence : en effet ce rapport deiljàjyf 
ne s’écarte pas de l’exaéiitude feulement d'une ligne, 
ç’eft-à- dire , de la douzième partie d'un pouce fur une 



L ï V R Ë $ Ë C O K D, 147 

circonférence donc le diamètre feroit d’une lieuë & de- 
mie , quoique l’erreur foie d’autant plus grande quô 
le diamètre eft long. 

La rapport approché de la circonférence au diame-* 
tte trouvé par Archimede , fçavoir , celui de 11 à 7 , 
ou le rapport de Metius, qui de 355 à iij , fuffic 
pour connoître à peu-pres la furface d’un cercle donc 
on connoît le rayon ou le diamètre : c'eft ce que nous 
allons expliquer dans le Problème luiyant. 

PROBLEME. 

153. Trouver la furface d'un cercle dont on connoît U 
diamètre . 

Soit un cercle dont le diamètre ait 800 pieds. Pour 
t?n avoir la furface cherchez d’abord la circonférence 
(m.) que vous trouverez de 15 14 pieds A } en fuppo-. 
fant le rapport du diamètre à la circonférence de 7 à 
11 1 multipliez enfuite la moitié de la circonférence par 
le rayon; c’eft- à-dire j 1157 -L par 40Ô ; le produic 
501857 pieds quarrez plus ~ d’un pied quarré , eft à 
peu-près la furface du cercle dont le diamètre eft de 800 
pieds. 

Si on fujjpofe le rapport du diamètre à la circonfé- 
renceégal a celui de 113 à 355, on trouvera la cir- 
conférence de 15 1 5 pieds , dont la moitié eft 1 1 56 
Lj — i-ï ( on a pris la moitié de la fraéfcion — LI en dou- 
blant fon dénominateur.) Or 1 — L-LL . donc 

— LL . 8 c ces deux demieres fractions étant 
ajoutées enfcmblc donnent - AA ou — Ainfi la moitié 
de la circonférence eft 11 y 6 — } qui étant multipliée 
par 400 3 le produit fera 501654 pieds quarrez. 
Ce nombre approche beaucoup plus de la véritable fur- 
face cherchée , que le premier produit 501 85 7 ~ ■ maif 

Kij 
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ils font l’un & l’autre plus grands que cette furfacej 
parce que le rapport de 22 à 7 &c celui de 3 5 5 à 1 1 3 
font chacun plus grands que celui de la circonférence 
au diamètre. 

1 f 4. Remarquez qu’en fe fervant du rapport de 7 
à iz , on auroit pu retrancher une unité de la circon- 
férence trouvée ; qui eft 15 14 ( 114.)) parce que 

cette circonférence furpafle 2486 : & pour lors la moi- 
tié de la circonférence auroit été feulement 1 256 -i-f-d- 
ou bien 1256 —, Or en multipliant ce dernier nombre 
par 400 le produit eft 502657 3 qui eft encore un 

peu plus grand que celui qu’on a trouvé en fe fervant 
du rapport de r 1 3 à 3 5 5 ; & par conféquent ce produit 
502657 — différé plus de la véritable furface cherchée 

que celui qu’on a trouvé par le rapport de 1 1 5 a 3 5 5 : 
mais il en approche beaucoup plus que le premier pro- 
duit 5 C1S57 j-, 

DU RAPPORT DES SURFACES. 

15 5. Nous avons fait voir que les furfaces planes 
font égales au produit de certaines lignes multipliées 
l’une par l’autre j c’eft pour cela que ces lignes font ap- 
pellées produifans. Dans un parallélogramme les deux 
produifans font la hauteur &c la bafe. Or c eft par ces 
produifans qu’on connoit le rapport des fui faces j com- 
me on le verra dans les Théorèmes Cuivans. 

En parlant du rapport des furfaces , on emploie fou- 
vent les raifons compofées & doublées > c’efl: pourquoi 
il eft: à propos de répéter quelque chofe de ce que nous 
avons dit fur ces fortes de raifons , en fuppofant les 
démonftrations que nous avons données fur cette ma- 
tière dans le traité des Proportions. 

156. Une raifon compofée eft le produit de deux ou 
de plufieurs raifons. Or pour avoir le produit de plu- 
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fleurs raifons , il faut multiplier les antécedens l’un par 
l’autre , & les conféquens de même : par exemple , pour 
avoir le produit des deux raifons i- & i-1 ^ on multi- 
plie les deux antécedens 3 & 1 1 , & les deux coiifé- 
quens 1 & 4; la raifon des produits 36 & S eft com- 
polée de celles de 3 à z , & de 1 z à 4. Pareillement la 
raifon compofée des rapports de A à B & de C à D, 
eft celle de AC à BD. 

1J7. Lorfqu'il n’y a que deux railons compolantes 
ou fimples , & qu’elles font égales , la raifon compofée 
eft appcllée doublée : par exemple , fi on a les raifons 
égales de la proportion 6 . t : : 1 2 . 4 , en multipliant 
les antécedens l'un par l’autre , & les conféquens dé 
même , on aura la raifon de 71 à S , qui eft doublée 
de celles de 6 à z , & de iz à 4. Pareillement fi les 
raifons deAàB&deCàD font égales , la raifort 
compofée , qui eft celle de AC à BD , fera doublée. 

158. Au lieu de prendre des raifons compoiantes éga- 
les exprimées par ditférens termes , pour avoir une rai- 
fon doublée , on peut fc fervir de la même raifon répé- 
tée deux fois ; ainfi à la place des deux railons de 6 à 2. 
& de 1 z à 4 que l’on a prilês pour avoir la raifon dou- 
blée 71 à 8 , on pouvoir prendre les deux raifons de 6 
à 1 8c de 6 à 1 , qui ne font que la même raifon répé- 
tée deux fois. Or la iraifon de 36 à 4 , qui eft doublée 
de ces deux raifons , eft égale à celle de 7Z à 8 , puifque 
les raifons dont la première eft le produit , font égales 
à celles dont l’autre eft le produit. 

1 j 9. Il fuit de-là que la raifon qui eft entre les quar- 
rez eft doublée de celle qui eft entre les racines : par 
exemple , la raifon de 3 6 à 4 eft doublée de celle des 
racines 6 de z : de même la raifon de AA à BB eft doublée 
de celle des racines A & B. Tout cela pofé , il faut en- 
core avant les Théorèmes fuivans établir la vérité d’un 
Lemme qui nous fervira dans la fuite. 

K iij 
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160. Lorfque deux polygones réguliers font femblables , 
les produifans de l'un font proportionnels aux produifans 
de l’autre. 

Démonstration. 

La furface d'un polygone régulier eft égale au pro- 
duit du rayon droit par la moitié du perimetre (145)» 
par conféquent les produifans d’un polygone régulier 
font le rayon droit 8 c la moitié du perimetre. Or dans 
deux polygones réguliers femblables , les rayons droits 
/ont proportionnels aux perimetres (86.) ;ainfi les rayons 
droits font aulfi proportionnels aux mordez des perime- 
tres , ou alternando , le rayon droit 8 c la moitié du peri- 
metre d’un des polygones femblables font proportion- 
nels au rayon droit & à la moitié du perimetre de l’au- 
tre ; c’eft-à-dire , que les produifans du premier poly- 
gone font proportionnels à ceux du fécond, 
fig. 61. 161. CeLemmepeut aufli s’appliquer aux polygo- 

nes irréguliers femblables; car quoique dans les polygo- 
nes irréguliers femblables , tels que font les deux pen- 
tagones ABDEF &c abdtf , on ne puilfe pas tirer du mê- 
me point des rayons droits égaux for le milieu de chaque 
côté comme dans les figures regûlieres ; cependant on 
peut toujours élever du milieu de deux cotez homo- 
logues , comme AB & ab , des perpendiculaires CG 8c 
cg qui foient proportionnelles à ces cotez. Or ces per- 
pendiculaires , que nous appellerons rayons droits , 
feront aulli proportionnels aux perimetres , parce que 
les perimetres font entr’eux comme les cotez homolo- 
gues AB 8 c ab. Cela pofé * puifque les pentagones font 
entièrement femblables , & qu’ils ne différent que parce 
que l’un eft plus grand que l’autre , il eft évident que lî 
la furface du premier eft égale au produit du rayon 
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3 roit CG par la moitié du perimetre , la furfacfi du fé- 
cond fera auflî égale au produit du rayon cg , par la 
moitié de fon perimetre ; & en général , quoique l'on 
11e fçache pas par quelle partie du perimetre il faut mul- 
tiplier le rayon droit d'un des pentagones , afin d’avoir 
fa furface ; cependant il eft clair que la partie du péri- 
mette par laquelle il faut multiplier le rayon d’une de 
ces figures pour avoir fa fuperficie , eft femblable à la 
partie du perimetre par laquelle il faut multiplier le 
rayon de l’autre figure pour avoir fa fuperficie. Or dans 
ces figures femblables , les rayons droits CG Sc cg (ont 
proportionnels aux perimetres ; donc ils font auifi pro- 
portionnels aux parties femblables de ces périmètres , 
ou alternando , le rayon droit & la partie du perimetre 
d'une figure font proportionnels au rayon droit & à la 
partie femblable du perimetre de l’autre figure ; par con- 
féquent les produifans de l’une font proportionnels aux 
produifans de l’autre. 

1 6z. On peut voir par la démonftration de ce Lem- 
me que dans deux figures ou polygones femblables quel- 
conques , les produifans correfpondans font proportion- 
nels aux cotez homologues : par exemple, dans les deux 
pentagones femblables dont on vient de parler , les 
rayons droits CG & cg , qui font des produifans corref- 
pondans , font proportionnels aux cotez homologues 
^ AB ÔC ab. On peut meme dire en général que les pro- 
duifans correfpondans de deux polygones femblables 
{ont proportionnels aux lignes femblablement tirées 
dans ces polygones , parce que ces lignes font entr’elies 
comme les cotez homologues (6-7). 

THEOREME I. 

163. Deux parallélogrammes font entr’eux comme le 
produit des produifans de l’un ell au produit des produifam 
M l’autre. 

K iv 


Digitized by Google 



ij* ’Eiemens de Geometru. 
Démonstration. 

Fig. £3. Soient les deux parallélogrammes de la Figure 6j: 
les produifans de l’un font A 6c B , 6c les produifans de 
l’autre font*.' & b. Or le premier parallélogramme eft le 
produit de A par B , & le fécond parallélogramme eft 
le produit de a par b ; donc ie premier parallélogramme 
eft au fécond , comme Je produit des produifans de 
l'un eft au produit des produifans de l’autre. Ce qu’il 
falloir démontrer. 

Corollaire I. 

1 64. Si les hauteurs A 8c a font égales , les parallé- 
logrammes font entr’eux comme les baies B Sc b : car 
lorlque deux grandeurs font multipliées par une troifié- 
me, les produits font comme les grandeurs avant leur 
multiplication. Or dans ce Corollaire il s'agit de deux 
grandeurs ; fçavoir , les deux bafes qui lont multipliées 
par une troifieme , qui eft la hauteur que l’on fuppofe 
égale dans les deux parallélogrammes ; par conlequent 
les deux produits , c’eft-à-dire 3 les deux parallélogram- 
mes font comme les bafes. 

Corollaire II. 

Si les bafes lont égales , les parallélogrammes 
font comme les hauteurs A 6c a :*par exemple , ii ia hau-^ 
tcur de l’un eft double ou triple de la hauteur de l’au- 
tre , le premier parallélogramme eft le double ou le 
triple du fécond. Ce Corollaire fe démontre comme le 
premier. 

Corollaire III. 

166. Si les deux produifans d’un parallélogramme 
font réciproques aux deux produifans d’un autre paral- 
Jelo gramme , enforte qu’on ait la proportion A . a : : b . B, 
le premier parallélogramme eft égal au fécond. La raj- 
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fon en eft que dans toute proportion le produit des ex- 
trêmes eft égal au produit des moyens. 

Corollaire IV. 

167. Si !c côté a ou b d'un qiurré eft moyen propor-*‘°' tf ** 
tionnel entre les produifans A & B d'un parallélogram- 
me , le quarré eft égal au parallélogramme. C'elt une 

fuite du troi/iéme Corollaire , parce que dans ce cas 
les produifans du parallélogramme lonc réciproques à 
ceux du quarré. 

THEOREME II. 

* 

168. La raifort qui eft entre deux parallélogrammes 
comme ceux de la Figure 6 3 , eft compofée des raiforts des 
produifans ecrrefpondans ; c eft- à- dire , des raifons de la 
hauteur à la hauteur y & de la lafe à la l'afe. 

Démonstration. 

Pour avoir une raifon compofée de deux autres , il 
faut multiplier les deux anrécedcns l’un par l’autre , 8 c 
les deux conlcquens de même (156). Or le premier pa- 
rallélogramme eft le produit des deux antécedens A 8 c 
B, & le fécond parallélogramme eft le produit des deux 
conféqucns a 8 c b -, donc la raifon qui eft entre les deux 
parallélogrammes eft compofée des raifons de la hauteur 
à la hauteur , &: de la baie à la bafe. 

On peu"t énoncer ce Théorème de cette autre ma- 
niéré : deux parallélogrammes font en raifon compofée 
des hauteurs & des baks. 

Corollaire I. 

1 69. Si les hauteurs A & a des deux parallélogram- 
mes , font proportionnels aux bafes B 8 c h , en forte 
qu’on ait la proportion A . a : : B . h , les deux paralle- 
grammes font en raifon doublée des hauteurs 8 c des 
bafes. 
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Démonstration. 

L’on a fait voir dans le Théorème que les deux paral- 
lélogrammes font en raifon compofëe des hauteurs de 
des baies. Or on fuppofe dans ce Corollaire que la rat- 
ion des hauteurs eft égale à celle des bafes ; par conle- 
quent la raifon compofée de ces deux raifons eft dou- 
blée -, ainli deux parallélogrammes dont les hauteurs font 
proportionnelles aux baies , font en raifon doublée de 
ces hauteurs & de ces bafes. 

i jo. Remarquez qu’au lieu de dire que les parallélo- 
grammes dont il s’agit dans ce Corollaire , font en rai- 
ion doublée des hauteurs ôc des bafes , on pourrait dire 
que ces parallélogrammes lont en raifon doublée des 
hauteurs , ou bien en raifon doublée des baies : car le 
rapport des hauteurs étant égal à celui des bafes , la 
raifon doublée de ces deux rapports eft la même chofe 
( i j 8 .) que la railon doublée des hauteurs , ou que celle 
des bafes. Cela paroîtra encore par le Corollaire fuivanr. 

Corollaire II. 

jji. Si on fuppofe , comme dans le Corollaire pre- 
cedent , que les hauteurs de deux parallélogrammes 
{ont proportionnelles à leurs baies , les deux parallélo- 
grammes font entr’eux comme les quarrez des produi- 
fans homologues , c’eft-à-dire , comme AA eft à aa, ou 
comme BB eft à bb. 

Démonstration. 

Par, le premier Corollaire la raifon de deux paral- 
lélogrammes eft doublée de la raifon des hauteurs A 
& a , & de celle des bafes B & b : mais d’ailleurs la 
raifon des quarrez AA & aa eft doublée des raifons 
^ (159)- Donc les deux raifons A & j étant égales 
aux deux autres £ & il s’enfuit que la raifon des 
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parallélogrammes qui eft doublée des deux premières , 
e!t égale à celle des quarrez qui eft doublée des deux 
dernieies. 

Ou peut tourner la Démonftration en cette maniéré : 
la raifon des parallélogrammes eft doublée de celle des 
hauteurs. Or la raifon des quarrez des hauteurs eft aufïl 
doublée de celle des hauteurs , parce que les quarrez 
l'ont en raifon doublée des racines. Donc la railon des 
parallélogrammes dont il s'agit & celle des quarrez des 
hauteurs étant chacune doublée de la même raifon , 
font égales entr'elles , c’eft-à-dire , que ces parallélo- 
grammes font entr’eux comme les quarrez des hauteurs. 

172. Les triangles étant moitiez des parallélogram- 
mes de même bafè & de même hauteur, ils font entr'eux 
comme les parallélogrammes. Ainfi les triangles qui ont 
même hauteur font entr'eux comme leurs baïès ; & ceux 
qui ont même bafe font comme leurs hauteurs. En un 
mot , tout ce que nous venons de dire dans les deux 
Théorèmes précédais & leurs Corollaires , convient aux 
triangles. 

17}. Il faut néanmoins remarquer par rapport au 
quatrième Corollaire du premier Théorème, qu'afin 
d'avoir un quarré égal à un triangle , le côté du quarré 
doic être moyen proportionnel entre la bafe du triangle 
& la moitié de la hauteur , & non pas la hauteur en- 
tière , parce que le triangle 11'cft pas égal au produit de 
fa bafe par fa hauteur j mais feulement au produit de fa 
bafe par la moitié de fa hauteur. 

174. Si les cotez d'un des parallélogrammes qu’on 
compare , font autant inclinez fur leur bafe , que les 
cotez de l’autre font inclinez fur la leur , on pourra 
mettre les cotez au lieu des hauteurs dans les deux Théo- 
rèmes précedens & leurs Corollaires ; & ces proportions 
feront également vraies , parce qu'alors les cotez font 
entr'eux comme les hauteurs qui font des perpendicu- 
laires : par exemple , fi les cotez CD &c cd des parallelo- 
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grammes font également inclinez fur leur bafe , ils font 
comme les hauteurs A &c a , Sc par conféquent en met- 
tant les cotez à la place des hauteurs , le même rap- 
port fubfiftera toujours; on pourra donc dire que les 
parallélogrammes donc les cotez font également incli- 
nez font entr’eux comme le produit de la bafe de l'un 
par (on côté efl au produit de la bafe de l’autre par 
ïon côté ; & qu’ils loin auifi en raifon compofée des 
cotez ôc des bafcs. En un mot , les deux Théorèmes & 
leurs Corollaires démontrez ci-dcllus , conviennent à 
ces parallclogrufiiai-s en, mettant les cotez à la place 
des hauteurs. 

175. Il faut remarquer par rapport au quatrième 
Corollaire du premier Théorème , qu'un parallélogram- 
me n’cft pas égal à un quarré dont le côté efl moyen 
proportionnel entre le côté Sc la bafe du parallélogram- 
me. Mais au lieu du quarré , il faut fuppofer un rhombe 
dont les cotez foient autant inclinez que ceux du paral- 
lélogramme , & pour lors ces deux figures feront égales, 
pourvu que le côté du rhombe foit moven proportion- 
nel entre le côté & la bafe du parallélogramme. 

176. Lorfque les cotez de deux parallélogrammes 
(ont également inclinez , & qu’ils font proportionnels 
aux bafes , les parallélogrammes font appeliez fembla- 
bles. On peut donc dire conformément aux deux Co- 
rollaires du fécond Théorème , que les parallélogram- 
mes fembîables iont entr’eux en raifon doublée des cotez 
ou des bafes , &c qu’ils font auffi comme les quarrez 
de ces cotez ou de ces bafes. 

177. Pareillement les triangles fembîables font en- 
tr’eux en raifon doublée des cotez homologues , ou 
comme les quarrez de ces cotez : par exemple , dans la 
Figure 6 3 , le premier triangle CDE efl au fécond ede > 
en raifon doublée du côté CD au côté cd , *ou comme » 
tes quarrez de ces cotez. 
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THEOREME III. 

17 S. Deux polygones femblables , font en raifon dou- 
blée des produ'fa s correfpondans , ou bien comme les quar- 
rez. de ces produifans. 

Démon str ation. 

Lorfque deux polygones font femblables , les deux 
produifans de l'un font proportionnels aux produifans 
de l’autre { 160 & 161.) - y en forte que fi on appelle les 
deux produifans du premier A & B , & les deux produi- 
fans du fécond a &c b , 0:1 aura la proportion A . a : t 
fi .b : par conféquent , félon ce que nous avons dit ( 1 6 9 
& 1 7 1 .) fur les parallélogrammes , ces polygones fom- 
blables font en raifon doublée des produifans corref- 
pondans A &c a ou B Sc b , ou bien comme les quarrez 
de ces produifans. 

Ce Théorème convient également aux figures régu- 
lières &: irrégulières femblables , parce que les produi- 
fans de deux figures irrégulières femblables font pro- 
portionnels de même que les produifans de deux figu- 
res régulières. 

Corollaire I. 

179. Puifque les produifans correfpondans de deux 
figures ou polygones femblables font proportionnels aux 
cotez homologues ( i6z. ) , & généralement aux lignes 
femblablement tirées dans ces deux figures , par exem- 
ple , aux rayons droits , aux rayons obliques , &c. il 
s’enfuit que les figures femblables font en raifon doublée 
d.es cotez homologues ou des rayons } foit droits , foie 
obliques , ou bien que ces figures font entr’elles comme 
les quarrez de ces lignes. 

Corollaire II. 

180. Deux cercles font en raifon doublée des rayons » 
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ou comme les quarrez des rayons. C’eft une fuite évl* 
dente du Corollaire precedent , puifque lés cercles fonC 
des polygones réguliers femblables» 

1 8 1. Les rayons étant entr’eux comme les diamètres, 
comme les cordes d’arcs femblables , comme les circon- 
férences , comme les arcs femblables (98) Sic. on peut 
dire que les cercles font en raifon doublée des diamètres , 
des cordes d’arcs femblables , des circonférences , des 
arcs femblables , &c. ou bien comme les quarrez de 
ces lignes. 

1 Sx. Remarquez donc que les circonférences des cer- 
cles font entr’elles comme les rayons , au lieu que les 
fuperficies des cercles font en raifon doublée des rayons , 
ou comme les quarrez des rayons > en forte que fî le 
rayon d’un cercle eft d’un pied , & le rayon d’un autre 
cercle eft de 3 pieds , les circonférences font entr 'elles 
comme 1 & 3 : mais les cercles , ou , ce qui eft la même 
chofe , leurs furfaces font entr’elles comme le quarré 
de 1 eft au quarré de 3 , c’eft-à-dire , comme 1 eft à 9. 
De même fî le rayon d’un cercle eft de z pieds , 8 c le 
rayon d’un autre cercle eft de 5 pieds , les circonféren- 
ces font entr’elles comme z Sc y : mais les furfaces font 
comme 4 & 2 y , qui font les quarrez de z 8 c de y. 

THEOREME IV. ET FONDAMENTAL- 

183. Dans un triangle rett angle , le quarré de l’hypo- 
tenufe ejl égal aux quarrez. des deux autres cotez.. 

Démonstration. 

Fig.£y. Soit le triangle re&angle BAC dont BC eft l’hypo- 
tenufe. Je dis que le quarré de BC , feavoir BF eft égal 
à la fommedes quarrez AH & AL qui font les quarrez 
des deux autres cotez. Pour le démontrer , du point A 
qui eft le fbmmct de l’angle droit , je tire la ligne ADG 
perpendiculaire fur l’hypotenufe ; elle partagera le quarré 
J 3 F en deux rçétangles BG 8 c DF. Il faut prouver que BG 
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eft égal à AH qui eft le quarré de AL , 8C que DF eft 
égal à AL quarré de AC ; c’eft ce que je fais en cette 
maniéré : on a démontré ( 61 .) que le côte AB eft moyen 
proportionnel entre la bafe BC & la partie BD. Or 
BE— BC ; donc BE . AB : AB . BD ; donc le produit 
des extrêmes eft égal au produit des moyens. Or le pro- 
duit des extrêmes eft le reéfcangle BG , & le produit des 
moyens eft le quarré de AB \ donc le reéfcangle BG eft 
égal au quarré de AB. On a aufli démontré (6 1.) que 
l’autre côté AC eft moyen proportionnel entre la bafe t 

BC & l’autre partie DC. Or BC=CF ; donc CF . AC : « 

AC . DC ; donc le re&angle DF qui eft le produit des 
extrêmes , eft égal au quarré de AC produit des moyens. 

Nous avons donc le re&angle BG égal atjfcuarré de 
AB , & le reétangle DF égal au quarré de AC. Or ces 
deux reétangles font les deux parties du quarré BF ; 
donc le quarré BF , qui eft le quarré de l’hypotenufe a 
eft égal au quarré de AB , plus au quarré de AC. 

Cette Démonftration eft fondée fur les proportions : 
nous en allons donner une autre qui en eft indépen- 
dente 8 c qui peut être facilement entendue par ceux 
même qui ne fçavent que les premiers élemens de la 
Géométrie. 

Soit le triangle BAC dont l’angle A eft droit : je dis Fjg.^ 
que le quarré de BC eft égal au quarré de AB , plus au 
quarré de AC. Pour le prouver il faut prolonger le 
côté AB de part & d’autre , en forte que les deux li- 
gnes AD 8 c AP foient chacune égales à la fomme des 
cotez AB 8 c AC. Il faut pareillement prolonger le côté 
AC de façon que les lignes AH 8 c AL foient aufli 
l’une & l’autre égales à la fomme des mêmes cotez. 

Enfuite achevez les quarrez AF & AN. Après cela di- 
vifez chaque côté du quarré AF en deux parties éga- 
les aux cotez AB 8 c AC du triangle donné , en forte 
que les deux cotez de chaque angle droit , comme D» 
du quarré AF foient égaux aux cotez AB 8c AC de l’ai\- 
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gle BAC , chacun à chacun ; & tirez les lignes BË f 
EG j GI & Bl , on aura quatre triangles reétangles dont 
chacun eft égal au triangle BAC , puifque les deux 
cotez qui comprennent l’angle droit font égaux à ceux 
qui forment l’angle droit de ce triangle : de plus le qua- 
drilatère BG donc les quatre cotez font égaux chacun â 
l’hypotenufe BC , eft le quarré de cette ligne : ce que 
je prouve en faifant voir que les ângles de ce qüadri-* 
latere font droits. L’angle extérieur IBD eft égal aux 
deux intérieurs IAB & BI A ( Liv. IL Art. 17 ). Or ce 
dernier angle BIA eft égal à l’angle EBD , parce que 
les triangles BAI & EDB font égaux en tout. Donc 
l’angle 1 B E eft égal à l’angle IAB qui eft droit, il 
faut dire £ même chofe des autres angles du quadri- 
latère. 

Pour ce qui eft du quarré AN , tirez par le point C 
la ligne CO parallèle au côté AP : de même ayant pris 
fur le côté AP la partie AR égale à AC , menez RM 
parallèle à l’autre côté AL , on aura deux quarrez , 
îçavoir , AS 8c SN. Or il eft évident que le premier , 
AS j eft le quarré du côté AC : d’ailleurs le fécond < 
SN , eft le quarré de l’autre côté AB : car la ligne AP 
eft égale par la conftruéHon à la fomme des cotez AB 
& AC. Mais la partie AR a été prifè égale au côté 
AC; donc l’autre partie RP eft égale au côté AB. 
Or les deux cotez S O 8c MN font chacun égaux à 
RP à caufe du parallelifme des lignes RM &c P N ; 
donc ils font auffi égaux au côté AB. Pareillement les 
cotez SM 8c ON font égaux au côté AB , parce que la 
ligne A L étant égale par la conftruétion à la fomme 
des cotez AB & AC , il faut que la partie CL foie 
égale au côté AB. Or les deux cotez SM &c ON font 
égaux l’un &c l’autre à cette partie CL. Ainfi SN eft 
le quarré de AB. Il faut donc faire voir que le quatre 
de l’hypovhenufe BC , feavoir BG , eft égal aux deux 
quarrez AS 8c SN : pour cet effet tirez encore les dia- 


Digitized by Google 



■r 


Livre second. 161 

•■■■; gonales RO 8c SL qui partagent les rectangles PS 8c 
en quatre triangles. Tout cela pofé , je démontre 
ainlî la proposition. 

Pemonstration. 

Le quarré AF eft égal à l'autre quatre AN , puifque 
les côt< z du premier font égaux à ceux du fecond. D'ail- 
lcurs les quatre triangles du premier font égaux aux 
quatre triangles du fécond : car nous avons déjà fait 
voir que chacun des quatre triangles du premier quarré 
eft égal au triangle BAC. Or les quatre triangles du 
fécond quarré font auiti égaux au même triangle BAC, 
puifqu’ils font tous reétangles , 8c que d'ailleurs les deux 
cotez qui comprennent l'angle droit font égaux par la 
conftruétion aux deux cotez qui renferment l'angle droit 
du triangle BAC. Si donc on retranche les quatre trian- 
gles du premier quarré & les quatre du fécond , les 
reftes de part & d’autre feront égaux. Or le refte du pre- 
mier quarré AF eft le quarré de l’hypotenule BC , & le 
refte du fécond quarré AN font les deux quartz des 
cotez AB 8c AC. Par conféquem le quarré de l'hy pote- 
nu fe eft égal aux quarrez des deux autres cotez. Ce qu’il 
falloir démontrer. f 

1 84. La découverte de ce Théorème , qui eft la qua- 
ra nteTeptiéme proportion du premier Livre d’Euclide , 
eft attribuée à Pythagore , que l’on dit avoir immolé 
cent bœufs à fes Dieux pour les en remercier , à caufe 
du grand ufage qu’on en fait dans la Géométrie. On 
s’en fert dans la Trigonométrie pour trouver le troilîé- 
me côté d’un triangle rectangle dont on connoît les 
deux autres : fuppofons , par exemple , que le côté AB 
eft de 6 pieds , & je côté AC de 8 pieds , je dis qua 
l’hypotenufe BC contient néceftairement 10 pieds : car 
dans cette hypothefe le quarré du côté AB eft 56 , 8c 
celui du côté AC eft 64. Or la fomme de ces deux 
quarrez eft égale au quarré de l'hypotenufe BC. Ainü 
II. Partie, L ‘ 
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le quarré de BC fera 100. Donc BG fera la racine 
quarréc de 100, c’eft à dire , que BC aura 10 pieds. 

Si on connoiflôit l’hypocenufe , & un des cotez de l’an- 
gle droit , on pourroit auffi trouver l’autre côté : foit 
l’hypotenufe BC de io pieds & le côté AB de 6 : il fau- 
dra ôter le quarré du côté AB du quarré de l’hypotenufe 
BC , & le refte fera le quarré du côté AC : j’ôte donc 
36 de 100 , & le refte 64 eft le quarré du côté AC : par 
conféquent le côté AC eft de 8 pieds. 

Nous avons démontré dans ce Théorème , que lorf- 
qu’un angle d’un triangle eft droit , le quarré de la bafe 
de cet angle eft égal aux deux quarrez de fes cotez. La 
proportion inverfe ou réciproque de ce Théorème eft 
encore vraie, c’eft à- dire , que lî dans un triangle le 
quarré de la bafe d’un angle eft: égal aux deux quarrez 
des côtcz , cet antrle eft droit. C'eft ce aue nous allons 

O _ X 

démontrer dans le Corollaire fuivant. 

Corollaire I. 

185. Un angle comme A eft droit, lorfque le quarré 
de (a bafe BC eft égal aux quarrez des cotez AB 8 c AC ; 

& par conféquent le triangle eft reébangle. 

Démonstration. 

On a fait voir dans le Théorôme que l’angle A étant 
fuppole droit , le quarré de la bafe BC eft égal aux deux 
quarrez des cotez. Or les deux cotez AB 8 c AC demeu- 
rant de même longueur , on conçoit que fi l’angle droit 
A diminue & devient aigu , la bafe BC fera plus petite, 

& par conféquent fon quarré ne fera plus égal aux deux 
quarrez des côrez : & li au contraire l’angle droit aug- • , 
mente 8 c devient obtus , pour lors la bafe BC fera plus 
grande; ainfi fon quarré fera aufti plus grand que les 
deux quarrez des cotez. Donc le quarré de la bafe d’un 
angle ne peut être égal aux deux quarrez des cotez , H 
cet angle n’cft droit. 
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Corollaire II. 

186. Si on conftruit fur les cotez d'un triangle reétan- gg 
gle d.s figures femblables , par exemple des cercles qui 0 
aient chacun pour diamètre ou pour rayon un des cotez 
du triangle , pour lors le cercle qui aura pour diamè- 
tre ou pour rayon l'hypotenufe du triangle fera égal aux 
deux autres cercles pris enlemblej car ces cercles (ont 
entr'eux , comme les quarr z des diamètres ou des rayons 
(180). Or le quarré de Phypotenufc eft égal aux deux 
autres quarrez ; par conléquent le cercle dont le diamè- 
tre ou le rayon eft l'hypotenufe, eft égal aux deux autres 
cercles. , 

Corollaire III. 

I 87. Si les deux cotez d'un angle droit , comme BAC , 
font égaux , & que l'on faiTè un demi cercle fur chacun 
des cotez du triangle rectangle , les deux lunules AEBG 
& AFCH terminées par la demi- circonférence feront 
chacune égales à un des triangles ADB &c ADC formez 
par le rayon perpendiculaire AD. 

Démonstration. 

Le demi-cercle BAC qui a pour diamètre l’hypote- 
nufe, eft égal aux deux autres demi-cercles AEB & 

AFC pris enfemble ( 1 86 ). Or ces deux dcmi cerclcs 
font égaux entr'eux , parce que les cotez AB & AC qui 
font les diamètres font luppofez égaux ; donc le demi- 
cercle AEB eft égal au quart de cercle ADBG ; par con- 
fisquent en otant le fegment ABG , qui eft une pirtie 
. commune au demi-cercle & au quart de cercle ; les ren- 
tes , Içavoir , la lunule AEBG A' le triangle ADB feront 
égaux. On démontrera de la même maniéré que la lu- 
nule AFCH ell égale au triangle ADC. 

II eft facile de réduire l’un ou l’autre de ces trian- 
gles à un quarré égal en furface ( 149 ) ; & par conlé- 

Ll j 
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quent on peut quarrer la lunule. Il eft furprenant que- 
l’on aie trouvé li facilement la quadrature de ces lunu- 
les , qui font terminées chacune par des portions de dif- 
férentes circonférences , Sc qu’on n’ait encore pu dé- 
couvrir la quadrature du cercle , qui eft "terminé par 
une feule circonférence. 

THEOREME VII. 

190. De tous les polygones réguliers ijoperimetres » 
c'efi- à-dire , qui ont des périmètres égaux , celui qui a te 
plus de cote\ efl plus grand en fuperj.cie. 

Démonstration. 

Le quarré Sc le pentagone de la Fig. 67 font fuppo-« 
fez réguliers & ifoperimetres ; je dis donc que le pen- 
tagone eft plus grand que le quarré : car h l’on inferic 
un cercle dans l’un Sc l’autre polygone , Sc qu’on tire 
les rayons CA Sc CB , on verra que le pentagone eft 
égal au produit de la moitié de fon perimetre par le 
rayon CB (145.), Sc que le quarré eft aulli égal au pro- 
duit de la moitié de (on perimetre par le rayon CA: 
ainfi , puifque les périmètres font égaux , le pentagone 
Sc le quarré font comme les rayons CB Sc CA. Or le 
rayon CB eft plus grand que le rayon CA ; car fi ces deux 
rayons étoient égaux , leurs cercles feroient égaux ; Sc 
par conféquent le perimetre du pentagone feroit moin- 
dre que celui du quarré , parce que de tous les polygo- 
nes réguliers circonfcrits à des cercles égaux , celui qui 
a le plus de çôtez a un moindre perimetre (di ). Or 
les périmètres du pentagone Sc du quarré font fuppoftz 
égaux j donc le cercle du pentagone eft plus grand que 
• celui du quarré ; donc le rayon CB eft plus grand que 
CA ; ainfi la furface du pentagone eft plus grande que 
celle du quarré. 

On peut démontrer la meme choie de deux autres 
pnîigones réguliers iloperimetres , dont l’un auroit plus 
de cotez que l’autre. 
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Cor ollai re. 

i 9 i . Le cercle étant un polygone régulier d’une in- 
finité de cotez : il contient plus de furface que tout au- 
tre figure dont le perimetre eft égal. 

191. Remarquez que fi un quarré 6 c un reétangla 
oblong font ifoperimetres , le quarré eft plus grand que 
le rectangle. Suppofons , par exemple , un quarré dont 
chaque coté ait 10 toifes , & un reétangle dont la baie 
ait 1 y toiles , 6 c le côté perpendiculaire à la bafe en ait 
y , le perimetre du quarré fera de 40 toifès aufli-bien ‘ 
que celui du reétangle : cependant le quarré contien- 
dra 100 toifes quarrées de furfaces, 6 c le reétangle n’en 
contiendra que 75. O11 peut inférer de-là qu’entre les 
rcétangles oblongs ifoperimetres , ceux qui approchent 
plus de la figure du quarré font plus grands que les au- 
tres : par exemple , un reétaugle dont la bafe eft de 1 2 
toifes 6 c le côté de 8 , eft plus grand que celui dont on 
vient de parler , quoiqu’ils aient de perimetres égaux. 

Il paroit par-là que deux fonds de terre , comme deux 
Parcs , ou deux Jardins , &c. peuvent eue inégaux , 
quoique les contours des murailles qui les enferment , 
foient égaux. 

PROBLEME. 

29;. Trouver un cercle qui foit double , triple , &c. en 
un mot qui ait un rapport tel qu’on voudra avec un cerele 
donné , on , ce qui revient au même > dont on connaît le 
diamètre. 

Prenez une ligne qui ait avec le diamètre du cercle 
donné un rapport égal à celui que doit avoir le cercle 
cherché : par exemple , fi le cercle qu’on cherche doit 
être double du premier , il faut prendre une ligne qui 
foit double du diamètre du cercle donné , & chercher 
enfuite une moyenne proportionnelle entre cette ligne 
& le diamètre connu ; cette moyenne proportionnelle 
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fera le diamètre d’un cercle double de celui qui eft don- 
ne : car nommant rn la moyenne proportionnelle qu’on 
a trouvée & a le diamètre que l'on connoît , la ligne 
double de ce diamètre fera z a ■, on aura donc la pro- 
portion continue , za . m . a , ou bien , — a . m . z a. 
Audi félon le Théorème VIII du fécond Livre de la pre- 
mière partie , le quatre du premier terme eft au quarré 
du fécond 3 comme le premier eft au troificme : nous 
avons donc la proportion , aa . min : : a. ici- Or le con- 
fequent de la fécondé raifon eft le double de (on anté- 
cédent : donc le conféquent de la première eft aufli dou- 
bl de Ion antécédent : c’eft-à-dire, que le quarré du 
diamètre m eft double du quarré d’a. Mais d'ailleurs les 
ctrcles font comme les quarrez des diamètres. Donc le 
cercle dont le diamètre eft m eft double du cercle donné 
dont le diamètre eft a. 

On peut fe fervir de la même méthode pour trouver 
•le coté ou quelqu'autre ligne d’une figure lemblable à 
une autre dont on connoit un coté homologue ou une 
ligne corre(pondantf . 

i 94. On pourra faire par le moyen du z e Corollaire 
(Art. 1 86) un cercle égal à la fomme de deux ou même 
de plufieurs autres cercles donnez quoique inégaux. Pour 
c< la il faut faire un angle droit dont les cotez foient pro- 
longez indéfiniment : enfuite il faut prendre avec le 
compas la longueur du diamètre du premier cercle , $c 
mettre une des pointes du compas fur le fommet de cet 
angle pour marquer fur un côté la longueur de ce dia- 
mètre que je fuppofe égal à AB (Fig. 6 y. ) Il faut de mê- 
me prendre la longueur du diamètre du fécond cercle , 
& la marquer fur l’autre côté de l’angle (luppofons cette 
longueur égale à AC) après cela tirez la baie BC : il eft 
évident que le cercle qui auroic pour diamètre BC fe- 
roit égal aux deux premiers pris enlemble. On peut par 
la même méthode décrire un cercle égal à la (omme de 
ceiui qu'on vient de trouver dont le diamètre eft BC <Sc 
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dutroifiéme cercle donné. Ce nouveau cercle trouvé 
feroic égal à la Tomme des trois premiers donnes. On 
continuera de la même maniéré s'il y a' plus de trois 
cercles donnés. 

On pourroit de la même maniéré trouver un poly- 
gone égal à plufieurs polygones femblablcs , en prenant 
à la place des diamètres les cotez homologues ou les li- 
gnes fembiabiement tirées. 

Nous finirons ce fécond livre par un Théorème qui 
fait voir qu'il y a des lignes incommenfurables , c'eft-à- 
dire j qui n'ont point de parties aliquotes communes, 
fi petites qu'elles ioient. Mais pour démontrer ce Théo- 
rème , nous nous fervirons de la définition que nous 
allons donner , 6c des propofirions fuivantes qui ont 
été prouvées dans le traité des raifons & des propor- 
tions. 

195. La raifon de nombre à nombre eft celle qui 
peut être exprimée par des nombres : ainli le rapport 
d'une toile à un pied eft une raifon de nombre à nom- 
bre , parce que la toife eft au pied comme 6 à 1. 

196. Toute raifon doublée de raifon de nombre à 
nombre , a pour expofans des nombres quarrez , pa.r 
exemple la raifon de 8 à 71 , qui eft doublée des rai- 
fons égales de z à 6 & de4à 11, a pour expofans 1 
6c 9 , qui font les quarrez de 1 & de $. 

197. D’où il fuit que toute raifon doublée qui n’a J 
pas pour expofans des nombres quarrez } n'eft pas dou- 
blée de raifons de nombre à nombre , c’eft-à-dire , que 
les raifons fimples dont elle eft doublée ne font pas de 
nombre à nombre. 

198. Les quarrez font en raifon doublée des racines 
qui (ont les cotez de ces quarrez -.par exemple > la raifon 

de BC à BÂ eft doublée de la raifon de BC à B A. Tout F ‘S- 
cela pôle , il fera facile de démontrer le Théorème 
fuivant. , 
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Theorem Ê. 

199 . La diagonale d’un quarté ejl incommenfitrable _ 
'avec le côté. . . 


Démonstration. î_ 

Le quarré de la diagonale BC eft égal au quarré de 
fig Cÿ- BA , plus au quarré de AC (183 ). Or les deux cotez f“ 
BA de AC font égaux ; donc le quarré de BC eft dou- 
ble du quarré de BA ; ainli ces deux derniers quarrez 
font comme 2 & 1. Mais 2 n’eft pas un nombre quarré; 
par conféquent la raifon du quarré de BC au quarré de 
BA n’a pas pour expofans des nombres quarrez. Or , 
cette raifon qui eft entre ees quarrez eft doublée (198): 
voilà donc une raifon doublée qui n’a pas pour expo- 
fans îles nombres quarrez ; ainli la raifon iimple dont 
elle eft doublée n’eft pas de nombre à nombre (197). 

Mais cette raifon fimple eft celle de BC à BA (198); 
donc ces deux lignes ne font pas entr’elles comme nom- 
bre à nombre , ou , ce qi ' eft la même choie , ces deux 
lignes font incommenfurables. 

2 co. Ce Théorème fait voir que la diagonale & le 
côté" d’un quarré n’ont point d’aliquotes communes ; 
en forte quedi l’on prend une aliquote , par exemple, 
la millième partie ou la cent-milliéme , ou la millioniè- 
me , &c. de la diagonale , elle ne fera pas contenue , 
exactement dans le coté BA ; mais elle y fera contenue 
un certain nombre de fois avec un refte moindre que 
l’aliquote, quelque petire qu’elle foit : car fi une partie 
étoit contenue 1 000 fois , par exemple , dans la diago- 
nale , & 700 fois exactement dans le côté, ces deux li- 
gnes feroient entr’elles comme 1000 eft à 700 , & par 
conféquent elles feroient entr’elles comme nombre à 
nombre : ce qui vient d’être démontré impoilible, 

2CI. Mais quoique la diagonale & le coté d’un quarré 
foient incommenfurables, cependant leurs quarrez font 
cominenfu tables , puifqu’ils font entr’eux comme 2 & 1 . 
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Pour exprimer cela , les Géomètres difent que la dia- 
gonale & le côté fontincommenfurables en longueur, Sc 
commenfurables en puidance. Nous allons prouver dans 
les Corollaires fuivans qu'il y a des lignes incommenfu- 
rables tant en puidance qu'en longueur , c'eft-à-dire , 
que les quarrez de ces lignes font incommcnfurables , 
aulTi-bien que les lignes elles- memes. 

Corollaire I. 

20t. Le quarré de la moyenne proportionnelle en- 
tre la diagonale & le côté d'un quarré , eft incom- 
menfurable avec le quarré de la diagonale : car foit 
nommée FG cette moyenne proportionnelle , on aura 
la proportion continue BC. FG. BA 5 & par confé- 
quent , félon qu'il a été démontré dans le traité des 
proportions , le quarré du premier terme eft au quarré 
du fécond , comme le premier terme elt au troifiéme ; 

c’eft- à-dire , BC . FG : : BC . BA. Or la raifon de BC à 

2 

BA n’cft pas de nombre à nombre ; donc celle de BC à 

FG n'eft pas non plus de nombre à nombre , ou , ce 

2 2 

qui ed la même chofe , les deux quarrez BC &C FG 
font incommcnfurables. 

Corollaire II. 

203. Il fuit de ce premier Corollaire que les lignes 
BC &c FG font aufîï incommenfurables : car fi ces deux 
lignes étoient comme nombre à nombre , par exemple, 
comme 5 elt à 4 , il elt évident que leurs quarrez ie- 
roient comme 25 eft à 1 6 ; & par conféquent ces quar- 
rez feroient commenfurables : ce qui eft contraire au 
premier Corollaire. 

Ce que l’on vient de dire des lignes BC & FG dans 
ces deux Corollaires , convient aufli aux lignes FG & 
BA comparées enfemble , puifque la raifon de BC à FG 
elt égale à celle de FG à B A. 
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LIVRE TROISIÈME. 


DES SOLIDES. 


D Ans le premier Livre nous avons parlé de la 
ligne qui eft l’étendue en longueur ; dans le 
fécond nous avons traité de la furface , qui 
eft l'etcndué en longueur 6c en largeur. Il nous refte à 
parler du corps ou folide , qui eft l’étendue cordideréc 
avec les trois dimenfions , longueur , largeur 8c pro- 
fondeur. 

Entre les corps de différentes figures , on confidere 
principalement les Prifmes , les Cylindres , les J-'jramt- 
des ÔC les Cônes. 

Art. i. i. Un Prifme eft un corps qui a une grofTeur égale 
dans toute fa longueur , 6c dont les baies fupérieures 
& inférieures font des polygones entièrement égaux. 

2. Une pyramide eft un corps dont la bafe eft un po- 
lygone , 6c qui finit en pointe. 

}. Le Prifme 6c la Pyramide prennent différens noms 
firivant le nombre des cotez de la bafe ; fi la bafe eft un 
triangle , le prifme eft appellé triangulaire ; fi c’eft un 
pentagone , le prifme eft appellé pentagonal , ainû de 
fuite. C’eft la même chofe de la pyramide. Il y a une 
efpece de pr ifme , qu’on appelle parallelcp pede v c’eft 
jeetui dont la bafe eft un parallélogramme , celte déno- 
mination ne convient pas à la pyramide. 

4. Le Cylindre eft un corps rond dont la grofTeur eft 
égale dans toute fa longueur , 6c dont les baies font des 
çercles égaux ; telle feroit une colomne dont la groifeur 
feroit par tout la même. } 


I 
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y. Un Cône eft un corps qui finit en pointe , 8c dont 
. la bafe eft un cercle. 

6. On peut regarder le cylindre comme un prifme , 
dont la bafe eft un polygone régulier d'une infinité de 
cotez Et de même le cône eft une pyramide dont la 
baie eft un polygone régulier d’une infinité de cotez. 

En parlant des prifmcs & des cylindres, nous lup- 
polerons toujours que la bafe fupéricure eft parallèle à 
l’inférieure. 

7. Dans un cylindre la ligne tirée du centre de la 
bafe fupéricure au centre de la bafe inférieure , tft ap- 
pelles Y axe du cylindre ; & dans le cône , la ligne tirée 
du fommet ou de la pointe du cône au centre de la 
bafe eft aulïi appellée l'axe du cône. On peut de même 
concevoir des axes dans les prifmes & les pyramides 
dont les bafes font des polygones réguliers. 

8. Lorfque les axes font perpendiculaires aux ba- 
1 fes , les prifmes , les cylindres , les pyramides & les 

cônes font appeliez droits ; au contraire ces corps font 
appeliez o'iliqnes , lorfque les axes font obliques fur les 
bafes. 

Quoique la bafe d’un prifme ne foit point un po- 
lygone régulier , &c que ce prifme n’ait point d'axe , 
cependant il peut être droit , pourvu que les rectan- 
gles qui lui fervent de faces loient perpendiculaires à 
> la bafe. 

9. Les parallélogrammes qui font autour du prifme, 
& les triangles qui lont autour de la pyramide , fonc 
fouvent appeliez les cotez, du prifme & de la pyramide; 
mais comme on appelle aufîi cotez les lignes qui termi- 
nent ces parallélogrammes ou ces triangles ; afin d’évi- 
ter l’équivoque, nous ne nous fervirons du terme de 
cotez. , que pour déligner des lignes : par exemple, nous 
appellerons une ligne tirée du fommet d’un cône à la 
circonférence de fa bafe , côté du cône : quant aux pa- 
rallélogrammes des prifmes , & aux triangles des py- 
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ramides , nous les appellerons les faces de ces corps. 

10 Dans les folides terminez par des plans, comme 
font les prifmes & les pyramides , on remarque des an- 
gles foli es On entend par angle folide un efpace folide 
terminé en pointe par pluficurs angles plans qui ont un 
fommet commun : telle eft la pointe d’une pyramide : 
tels font aufli les coins d’un dez à joiier. 

Outre les quatre principaux folides dont nous avons 
parlé , on diftingue encore d’autres efpeces de corps 
qu’on nomme réguliers : il 11’y en a que cinq efpeces 
terminées par des furfaces planes. 

On entend ici par corps régulier , celui dont toutes 
les faces font des polygones réguliers , égaux & fembia- 
bles , & dont tous les angles lolides font formez par un 
nombre d’angles plans. Il y en a cinq , comme nous le 
venons de dire : fçavoir , le tetraedre , compris fous 
quatre triangles égaux & équilatéraux ; l ‘ottaedre , com- 
pris fous huit triangles égaux & équilatéraux -, Vicofae- 
dre , compris fous vingt triangles égaux & équilatéraux, 
Yexacdre ou le cube compris fous lix quarrez égaux , & 
le dodecaedre , compris fous douze pentagones égaux 6 c 
réguliers. 

On démontre dans l’ouvrage dont nous faifons I’a- 
bregé , qu’il ne peut y avoir que ces cinq efpeces de 
corps réguliers. 

1 y. Si on applique deux tetraedres égaux l’un contre 
l’autre , le folide que forment ces deux corps joints en- 
fomble , n’cft pas régulier , quoiqu’il foit terminé par 
<ïx triangles égaux & équilatéraux , parce que des cinq 
angles folides dont ce corps eft compofé , il y en a trois 
qui font terminez par quatre augles plans , & les deux 
autres , fçavoir , ceux qui font oppofez aux bafes ap- 
pliquées l’une contre l’autre , ne font formez que par 
trois angles plans : c’eft pourquoi ceux qui difent que 
le corps régulier eft celui qui eft terminé par des po- 
lygones réguliers , égaux & femblables , donnent une 
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définition peu exaéte : il faut ajouter que chaque angle 
folide du corps régulier eft formé par un égal nombre 
d’angles plans de ces polygones. 

Nous partagerons ce troiliéme Livre en deux par- 
ties. Dans la première nous parlerons de la furface 
des folides , & dans la féconde , nous traiterons do 
leur folidité. 


DE LA SURFACE DES SOLIDES. 

1 6. Si une ligne , comme A a , que l’on fuppofe per- 
pendiculaire à la bafe d'un prifme droit , tourne autour 
de cette bafe en demeurant toujours perpendiculaire , 
elle décrira la furface convexe qu latérale du prifme , 
c'eft-à-dire, le contour fans y comprendre les deux ba- 
ies. De même , fi une ligne , comme A a , demeurant 
toujours perpendiculaire à la bafe d'un cylindre droit , 
parcourt la circonférence de cette bafe , elle décrira la 
furface du cylindre. 

1 7. S’il s’agit d'une pyramide ou d’un cône , il faut 
concevoir une ligne attachée au point A , .laquelle 
tourne autour de la pyramide ou du cône , elle décrira 
la furface de ces foliaes. 

18. On peut encore avoir une notion plus fenfible 
de la furface du prifme droit , en imaginant une bande 
de papier collée tout autour du prifme. Il eft évident 
que fi l’on ôtoit cette bande & qu’on la développât , il 
paroitroit un reétangle qui auroit la même hauteur que 
le prifme , & qui auroit pour bafe une ligne droite 
égale au perimetre de la bafe du prifme : ce reétangle 
qui eft néceftàirement égal à la furface du prifme, peut 
être appeilé développement du prifme. Le développement 
du cylindre droit eft aulli un reétangle qui a pour bafe 
une ligne égale à la circonférence de la bafe du cylin- 
dre , & qui a même hauteur que le cylindre. 

Le développement de la pyramide eft la fomme de 
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tous les triangles qui en font les faces ; ainii la fomme 
de tous ces triangles eft la furface de la pyramide. Tou- 

Fig.4. tes ^ es lig nes droites , comme AB , tirées du fommet du 
cône droit aux points de la circonférence de la bafe étant 
égales , il eft évident que fi on développe la furface du 
cône droit , ce développement fera un feéteur de cercle 
qui aura pour rayon le coté AB du cône, 6 c un arc égal 
à la circonférence de la bafe du cône. 

1 9. Lorfque la bafe de la pyramide eft un polygone 
régulier , «Sc que la pyramide eft droite , tous les trian- 
gles qui en font les faces ont même hauteur & font 
égaux encr’cux ; Si par conféquent ils font égaux à un 
feul triangle qui auroit la même hauteur que celle d'un 
des triangles , 6 c une bafe égale à la fomme des baies 
de tous les triangles , ou, ce qui eft la même chofc, 
égale au perimetre de la bafe de la pyramide. La furface 
d'une pyramide droite dont la bafe eft un polygone ré- 
gulier , eft donc égale à un triangle qui a pour bafe le 
perimetre de la bafe de la pyramide , & la même hauteur 
que celle d’un des triangles qui fervent de faces à la py- 
ramide. 

Fig. 3. zo. Remarquez que la hauteur de chaque triangle 
qui fert de face à la pyramide eft une ligne , comme 
AF , tirée du fommet A perpendiculairement fur la 
bafe du triangle 5 au lieu que la hauteur d’une pyramide 
eft une ligne tirée du fommet A perpendiculairement 
fur la bafe même de la pyramide ; d’où il fuit que Ci la 
pyramide eft droite , la hauteur de chaque triangle eft 
toujours plus grande que celle de la pyramide ; parce 
1 que ces deux lignes étant tirées du même point A, 
& la fécondé étant perpendiculaire à la bafe de la 
pyramide, il eft nécellaire que la première, qui eft 
la hauteur du triangle , foit oblique à cette même baie ; 
& par conlequent plus grande que la hauteur de la py- 
ramide. 

Fig. 4. z i . Le cône n’étant qu’une pyramide dont la bafe eft 
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un polygone régulier d'une infinité de cotez , la furface 
d’un cône droit eft égale à un triangle qui a pour baie 
une ligne droite égale à la circonférence de la bafe du 
cône , & pour hauteur le côté AB du cône. 

2 z. Ce côré AB du cône eft la hauteur de chaque 
triangle infiniment petit , qui compofe la furface du 
cône , parce que ce triangle étant ifocele & ayant une 
bafe infiniment petite , la perpendiculaire tirée du fom- 
met fur fa bafe , ne différé du côté que d'une partie 
infiniment petite , & par conféquent on peut prendre 
ce côté pour la perpendiculaire. 

25. Le triangle quia pour hauteur le côté AB du 
cône droit & pour bafe une ligne droite égale à la cir- 
conférence de la bafe., eft égal au feéteur de cercle qui 
a pour rayon le côté AB , 6c dont l’arc eft égal à la 
bafe du triangle ( Liv. II. Art. 1 j 1. ) , 8c par confé- 
quent à la circonférence de la bafe du cône. Ce lec- 
teur eft le développement du cône droit , comme nous 
l'avons dit. 

24. De tout ce qu'on vient de dire , il fuit que pour 
avoir la mrfure de la furface d'un prifme droit , il faut 
multiplier le perimetre de la bafe par la hauteur du 
prifme. Et de même pour avoir la furface du cylindre 
droit , il faut multiplier la circonférence de la bafe par 
la hauteur du cylindre. 

2 j. Si la hauteur du cylindre droit eft égale au dia- 
mètre de la bafe , la furface du cylindre eft quadruple 
de la bafe : car la furface du cylindre eft égale au produit 
de la circonférence de la bafe par la hauteur entière , 
qui eft le diamètre de la bafe : tk la furface du cercle 
qui fert de bafe , eft égale feulement au produit de 
cette circonférence ( Liv. II. Art. 142. ) par le quart du 
diamètre ou la moitié du rayon. 

26. Pour avoir la furface d'une pyramide droite 
dont la bafe eft un polygone régulier , il faut multi- 
plier le perimetre de la bafe par la moitié de la hau- 


Digitized by Google 


î7^ Elêmens de Geometrie. 
teur d’un des triangles qui font les faces de la pyra- 
mide , ou bien il faut multiplier cette hauteur par la 
moitié du perimetre , ou enfin , multiplier la hauteur 
du triangle par le perimetre , 8c prendre la moitié du 
produit. 

Fig. 4. 17. Enfin pour avoir la furface d’un cône droit, il faut 
multiplier la circonférence de la bafe par la moitié 
du côté AB du cône ,, ou multiplier ce côté entier par 
la moitié de la circonférence , ou enfin multiplier le 
côté par la circonférence , 8c prendre la moitié du 
produit. 

28. Si le côté du cône droit eft égal au diamètre du 
cercle qui fert de bafe , la furface du cône eft double 
de la bafe : car la furface du cône eft égale au produit 
de la circonférence de la bafo par la moitié du côté , ou 
du diamètre : & la bafe eft égale au produit de fa cir- 
conférence par la moitié du rayon ou par le quart du 
diamètre. Or ces deux produits font entr’eux comme 
les produifans inégaux , qui font la moitié du diamè- 
tre 8c le quart du diamètre ; c’eft-à-dire , que le pre- 
mier eft le double du fooond. Par conféquent la furface 
du cône eft double de fa bafe. , 

2 9. Ce cône dont le côté eft égal au diamètre de (a 
bafe , eft appellé équilatéral. On conçoit qu’il eft for- 
mé par la révolution d’un triangle équilatéral qui tour- 
ne autour d’une perpendiculaire tirée du fommet d’un 
angle fur le côté oppofé. Ainfi la furface du cône équi- 
latéral eft double de fa bafe , ou , ce qui revient au mê- 
me , elle eft à cette bafe comme 2 eft à 1 : & par confé- 
quent la furface totale en y comprenant la bafe , eft à 
cette bafo comme j eft à 1. 

jo. Remarquez que quand on parle de la furface 
de ces corps , foit prifmes , cylindres , pyramides ou 
cônes , on entend le contour de ces folides fans y com- 
prendre les bafes , à moins qu’on ne l’exprime , comme 
nous venons de faire à la fin de l’article précèdent. 

Pour 
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Pour marquer que l’on ne comprend pas les bafes du 
cylindre, lorfqu’on parle de la furface , on ajoute fou- 
vent le terme convexe , en difant la furface ou la fuper- 
ficie convexe d’un cylindre. On peut fe iervir de la mê- 
me expreflîon pour le cône , & dire la furface convexe 
d’un cône. 

3 r . On a vu qu’entre les corps terminez par des fur- 
faces planes , il y en a cinq réguliers : mais il n’y en a 
qu’un feul qui foit parfaitement régulier entre ceux qui 
font compris par des fuperficies courbes; fçavoir, la 
fphere y ou le glo'e. La fphere eft un corps terminé par 
une furface courbe dont tous les points (ont également 
diftans d’un point qu’on nomme centre , qui eft en de- 
dans du corps. 

Nous allons examiner la formation de la fphere 3 Fig. f . 
enfuite nous en chercherons la fuperfîcie. 

jz. Si on conçoit qu’un demi-cercle , comme ADB , 
tourne autour de fon diamètre AB , il fe formera une 
fphere dont la furface eft décrite par la demi-circon- 
férence. Le diamètre AB autour duquel le demi-cercle 
a tourné eft appelle axe ou ejfieuy & les deux extrêmitez 
A & B de l’axe font appellées pôles de la fphere. 

3 3. Il eft évident que la courbure de la lurface d’une 
fphere eft uniforme ; c’eft-à-dire , que cette courbure eft: 
par-tout égale , de même que celle de la circonférence 
d’un cercle. De cette uniformité de la fphere on déduit 
les propriétez fuivantes. 

54. i °. Tous les rayons font égaux entr’eux , aufll- 
bien que tous les diamètres. 

35. z°. On peut prendre pour axe chacun des diamè- 
tres , en obfervant que les pôles font toujours les extrê- 
mitez du diamètre que l'on prend pour axe. 

3 <i. 3 0 . Si on coupe une fphere par un plan , la Ac- 
tion , c’eft-à-dire , la nouvelle furface qui paroît après 
avoir coupé la fphere , cette feétion , dis- je , eft un cer- 
cle : car fi le plan palfe par le centre de la fphere , il eft 
J /. Partie. M 
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évident que la fcélion eft un cercle dont le diamètre eft 
égal à celui de la fphcre. 

Si le plan qui coupe la fphcre ne parte pas par le cen- 
tre , la ieétion eft encore un cercle : pour en avoir la dé- 
fig. <j. monftration , il faut concevoir une ligne , comme CF , 
tirée du centre de la fphere perpendiculairement fur 
cette feétion , & une infinité d'obliques , comme Ce , 
Cd , tirées du même centre à tous les points qui font 
les extrêmitez de la même feétion : tous ces points étant 
à la furface de la fphere , les lignes obliques en font des 
rayons , & par conféquent elles font égales entr'elles ; 
donc ces obliques font également éloignées de la perpen- 
diculaire ; ainfi elles font dans la circonférence d'un 
cercle , au centre duquel aboutit la perpendiculaire -, 
donc la feétion d'une fphere coupée par un plan eft un 
cercle , foit que le plan parte par le centre de la fphere , 
ou qu'il n’y parte pas. 

3 7. L'on appelle grands cercles de la fphere ceux qui 
partent par le centre de la fphere , & les autres dont 
le plan ne parte pas par le centre, font appeliez petits 
cercles. 

Lorfqu’on parle des cercles de la fphere , on entend 
ceux dont la circonférence eft fur la furface de la 
fphere. 

3 8. 4 0 . Deux grands cercles , c'eft-à dire , deux cer- 
cles qui partent parle centre de la fphere, fe coupent 
néceflairement , & leur commune feétion eft une ligne 
droite qui parte par le centre , Sc qui par conféquent eft 
un diamètre de l'un & l'autre cercle. 

On peut encore iiiférer les proprietez fuivantes de 
la maniéré dont nous avons formé la fphere. 

3 <■). 1 °. Les points d , d , d , d la demi-circonfé- 
rence que l’on a fait tourner auu ur du diamètre AB 
décrivent des circonférences parallèles entr’elles. 

40. 1 Tous les points de chacune de ces circonfé- 
fençes parallèles font également éloignez d'un des pôles 
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A de la fph re ; ils font auifi également éloignez de 
l'autre pôle B : c’eft pourquoi ces pôles A & B peu- 
vent erre appeliez les pôles de ces circonférences parallè- 
les ; 8c le diamètre AB eft leur axe. 

41. ; °. Tous les cercles parallèles ont les deux mêmes 
pôles 8c le même axe» 

41. 4 0 . L'axe de ces cercles paffê par leurs centres 8c 
eft perpendiculaire à leurs plans ; & par conféquent il 
meiure la diftance d'un cercle à l'autre, 8c celle du cen- 
tre de la fphere 8c des pôles à chacun des cercles. 

4j. j°. Il eft évident que le plus grand de tous les 
cercles parallèles eft celui qui a le même centre que la 
fphere, 8c qui par conféquent eft également éloigné des 
deux pôles ; que deux cercles également diftans du cen- 
tre de la fphere , l'un vers le pôle A , l'autre vers le pôle 
B font égaux ; enfin que les cercles parallèles qui lonc 
entre le centre de la fphere 8c un des pôles , font d’au- 
tant plus petits qu’ils font plus près du pôle. 

Il faut à préfent chercher la mefurc de la furface d'une 
fphere ; pour cela nous nous fervirons du cône tronqué, 
touchant lequel nous établirons deux Lemmes , en fup- 
pofant toujours ce cône droit , fans qu’il foit néceftaire 
d’en avertir davantage. 

' L E M M E L 

44* La furface convexe du cône tronqué eft égale à un 
trape^e qui a pour hauteur le coté B b du < one tronqué , er 
dont les bafes font parallèles entr’ell s & égales aux circon- 
férences des bafes fupéricure & inférieure du cône. 

D*E MONSTRATION. 

Soit le cône entier BAC dont la partie inférieure Fig. 6i 
BbcC eft un cône tronqué. Nous avons fait voir que la 
furface convexe du cône entier eft égale au triangle 
EDF , qui a pour hauteur le côté du cône, & pour bafe 

M ij 
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la circonférence de la bafe du cône ( on fuppofe ici ce 
triangle reélangle ; ) par conféquent , fi de ce triangle 
reélangle on ôte la furface du petit cône bAc , qui eft 
l’autre partie du cône entier , il reliera la furface du cône 
tronqué. Oc la furface du petit cône bAc eft égale au 
petit triangle eDf , qui a pour hauteur le côté du petit 
cône , & dont la bafe eft parallèle à celle du triangle 
EDF : car la furface d’un cône eft égale à un triangle 
qui a pour hauteur le côté du cône, & pour bafe la cir- 
conférence de la bafe Or par l’hypothefe la hauteur De 
du petit triangle eD/ eft égale au côté Ab du petit cône ; 
de d’ailleurs la bafe e/du triangle eft égale à la circon- 
férence de la bafe de ce cône : car à caufe des trian- 
gles lemblables EDF & eDf l’on a la proportion DE. 
De : : EF . ef. De même à caufe des deux autres trian- 
gles fcmblables BAC & bAc du cône , la raifon des cotez 
AB & Ab eft égale à la raifon des bafes BC & bc , qui 
font les diamètres des bafes du cône tronqué. Or la 
radon de ces diamètres eft égale à celle de leurs circon- 
férences BCB & beb -, par conféquent on a la fécondé 
proportion AB .Ab : : BCB . bcb. Il eft vifible que dans 
ces deux proportions les deux premières railons font 
égales , puifque par l’hypothefe DE=AB & Dez=Ab ; 
par conféquent les deux dernières railons font aufïï éga- 
les ; ce qui donne cette troifiéme proportion EF . ef: : 
BÇB . bcb y dont les antécedcns font égaux par la fuppo- 
fition : d’où il fuit que les confequens font aufïï égaux 
( Liv. I. Art. ï6i.) ; c’eft-à-dire, que la bafe du petit 
triangle eDf eft égale à la circonférence du petit cône 
bAc. Mais par l’hypothefe la hauteur du petit triangle 
eft encore égale au côté Ab du petit cône ;,donc la fur- 
face du petit triangle eft égale à celle du petit cône ; 
ainfî l'autre partie du grand triangle eft égale à l’autre 
partie de la furface du cône entier , ou , ce qui eft la 
même chofe , la furface du cône tronqué eft égale à un 
trapeze , dont la hauteur eft le côté du cône tronqué , 


r- . 
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& donc les bafes font parallèles entr’clles , Sc égales aux . 
circonférences des baies du cône tronqué. Ce qu'il 
falloic démontrer. 

Corollaire I. 

45. La furface convexe du cône tronqué eft égala 
au produit de fon côté Bf> par une ligne moyenne pro- 
portionnelle arithmétique entre la circonférence de la 
baie fupérieure , 6c la circonférence de la bafe infé- 
rieure. 

Démonstration. 

On vient de faire voir que la furface du cône tronqué 
eft égale à un trapeze dont la hauteur eft le côté du 
cône tronqué, & dont les bafes font parallèles entr'elles, 

& égales aux circonférences des bafes du cône tronqué. 

Or la furface du trapeze eft égale au produit de fa hau- 
teur par une ligne moyenne arithmétique entre les deux 
bafes (Liv. II. Art. 143.) ; donc la furface du cône 
tronqué eft égale au même produit. 

Corollaire II. 

46. La furface convexe du cône rronqué eft égale au 
produit de fon côté B b par la circonférence MNM éga- 
lement éloignée des deux bafes du cône. 

Pour faire voir que ce Corollaire eft une fuite nécef- 
fàire du premier , il n’y a qu’à prouver que la circon- 
férence MNM , que l’on fuppofe également éloignée des 
deux bafes fupérieure & inférieure du cône tronqué , eft 
moyenne proportionnelle arithmétique entre les circon- 
férences de ces bafes. Pour ccda confié erez que comme 
on a fait voir dans la démonftration du Lemme que la 
ligne ef parallèle à la bafe du triangle EDF eft égale à 
la circonférence correfpondante du cône ; on pourroic 
de même démontrer que toutes les lignes du triangle 
parallèles à la même bafe font égales aux circonféren- 
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ces correfpondantcs qui compofent la furface du cône; 
par conféquent li on tire du point G , également éloi- 
gné des excrêmitez £ & e la ligne GH parallèle à la bafe 
du triangle , elle fera égale à la circonférence MNM , 
également éloignée des deux bafes du cône tronqué. Or 
la parallèle GH eft moyenne proportionnelle arithmé- 
tique entre les deux baies EF & ef , comme on va le 
voir : ainli la circonférence MNM du cône eft aulïï 
moyenne arithmétique entre les circonférences fupé- 
rieure &c inférieure qui font égales aux deux bafes du 
trapeze. 

47. On a fuppofé dans ce fécond Corollaire que la 
parallèle GH qui eft tirée du point G également éloi- 
gné des extrêmitez de la perpendiculaire Ee , écoic 
moyenne proportionnelle arithmétique entre les deux 
bafes EF & ef du trapeze. En voici la preuve : Soient 
tirées les perpendiculaires /K & HL ; ces perpendicu- 
laires font égales , puifque la parallèle GH eft tirée du 
point G également éloigné des extrêmitez de la ligne 
Ee : d'ailleurs les obliques fH & HF font aufll égales 
( Liv. I. Art. 86. ) , parce qu’elles font également in- 
clinées entre les parallèles ; donc les éloignemens de 
perpendicule KH & LF font égaux ( Liv. I. Art. 79, ) : 
ainli la bafe EF furpalfe autant la ligne GH , que 
cette ligne GH furpalfe l’autre bafè ef\ donc GH eft 
moyenne proportionnelle arithmétique entre les deux 
baies. 

Avant de palfer au fécond Lemme , il eft nécefliire 
de fçavoir ce que c’eft qu’un cylindre ou un autre corps 
tirconferit à une fphere. 

48. Le cylindre circonfcrit eft celui qui renferme la 
fphere ; enforte qu’il ait pour bafe le grand cercle de 
cette fphere & pour hauteur fon diamètre. 

49. De même un cube circonfcrit à une fphere , eft 
celui qui renferme la fphere ; en forte que chacune de 
lçs trois dimenfîons eft égale au diamètre de la fphere. 
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50. Pour le conc , on l’appelle circonfcrit à la fpiiere 
lorlqu’il renferme la fphere, Sc que la furface touche 
celle de la fphere dans une de les circonférences , quoi 
que ce cône ait une hauteur différente du diamètre de 
la fphere. • 

J 1 . Quand quelque corps , comme ceux dont nous 
venons de parler , eft circonfcrit à une fphere , cette 
fphere effc appeilée inferite par rapport au corps cir- 
conlcrit. 

5a. Dans le Lemme fuivant nous fuppoferons une pjg 7 
tangente , comme EF , dont les deux extrêmitez E & F 
font également éloignées du point S qui touche la demi- 
circonférence ADB. Nous fuppofèrons une autre tan- 
gente GD qui aboutit à l’extrémité du rayon CD per- 
pendiculaire à l’axe AB , autour duquel il faut conce- 
voir que la demi-circonférence tourne avec les tangen- 
tes EF & GD. Cela pofé , on voit facilement i°. Que 
la demi-circonférence décrit en tournant la furface d'une 
fphere. i°. Que la tangente EF décrit la furface d’un 
cône tronqué circonfcrit à la fphere. 3 °. Enfin que l’au- 
tre tangente GD décrit la furface d’une partie d’un cy- 
lindre circonfcrit à la même fphere. 

53. Si on tire par les extrêmitez de la tangente EF 
les deux lignes parallèles GI & HN qui foient perpen- 
diculaires à l’axe AB , aullî-bien que le rayon CD ; &C 
qu’on tire du point E la perpendiculaire EL entre les 
deux parallèles, elle marquera la hauteur du cône cir- 
confcrit , & fera égale à GH , qui eft auffi perpendi- 
culaire entre les deux mêmes parallèles. Nous n’a- 
vons pas beloin dans le Lemme fuivant de toute la 
furface cylindrique décrite par GD , mais feulement 
de la partie décrite par GH , que nous allons démon- 
trer égale à la furface du cône décrite par la tan- 
gente EF. 

5 4. Remarquez que les trois lignes GI , HN & CD 
qui font fuppofées perpendiculaires à l’axe AB, fonï 
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nécdïàireroent parallèles entr’elles ( Liv. I. Art. 96. ) , 
& que la tangente GD ik l'axe AB font auilî des lignes 
parallèles , parce qu'elles font perpendiculaires ai; 
rayon CD. 

55. On peut encore remarquer qu'on a prolongé la 
tangente EF & l'axe AB jufqu'au point K , où ces lignes 
fe rencontrent , afin de faire voir fenfiblement que la 
ligne KF décrit en tournant avec la demi-circonférence 
la fuperficie d'un cône circonfcrit à la fphere , & que 
par conféquent la tangente EF décrit la furface d'un 
cône tronqué, 

L E M M E II. 

J 6. La furface du cône tronqué circonfcrit , décrite par 
la tangente EF , ejl égale à la furface du cjlindre de même 
hauteur, décrite par GH. 

Démonstration. 

Après avoir encore tiré le rayon CS & la ligne SMO 
perpendiculaire à Taxe AB , & par conféquent paraiiele 
aux deux autres GI & HN , on a les deux triangles 
CMS & FLE , que je dis être femblables : car l’angle M 
du premier eft égal à l'angle L du fécond , parce qu'ils 
font tous les deux droits : pareillement l’angle C ou SCA 
du premier , qui a pour mefure l'arc SA , eft auffi égal 
à l’angle EFL du fécond ; parce que cet angle EFL eft 
égal à l'angle ESO , à caufe des parallèles HN & SO. 
Or l'angle ESO formé par une tangente & par une cor- 
de , a pour mefure SA , ("Liv. I. Art. 1 19. ) qui eft la 
moitié de l’arc SAO foutenu par la corde SO ; donc il 
eft égal à l’angle SCA , & par conféquent les deux angles 
SCA & EFL font é^aux -, donc les deux triangles CMS 
& FLE font femblables; donc les cotez homologues 
font proportionnels : ces côrez homologues font CS 
EF d’une part; & de l’autre, SM & EL. On a donc la 
proportion CS . EF : : SM . EL. Or le rayon CS eft 
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égal à l'autre rayon CD , & ce dernier rayon eft égal 
à la ligne HN , parce que ce font deux perpendiculai- 
res entre les parallèles GD & AB : d’ailleurs la ligne EL 
eft égale à GH ; donc au lieu de la proportion précé- 
dente , on aura HN .EF : : SM . GFI , & alternando , 

HN . SM : : EF . GH. Mais à la place de HN &c SM , 
on peut prendre les circonférences dont ces lignes font 
les rayons , lcfquelles font en même raifon j ainfi en 
marquant ces circonférences en cette maniéré OHN & 
OSM , on aura encore la proportion OHN . OSM : : 

EF . GH ; donc le produit des extrêmes GH X OHN eft 
égal au produit des moyens EFXOSM. Or le premier 
produit eft égal à la furface cylindrique décrite par GH 
( 14 ) j ci le produit des moyens eft égal à la furface 
du cône décrite par la tangente EF ( 46 ) , puifque le 
point S étant le milieu de la ligne EF , la circonférence 
OSM eft également éloignée des deux bafes du cône 
tronqué ; donc ces deux furfaces font égales. Ce qu’il 
falloit démontrer. . 

THEOREME I. 

57 .La furface d’une fpbere ejî égale a la fuperfeie con- 
vexe du cylindre cïrconfcrit . 

Démonstration. 

Soit la demi- circonférence ADB qui foit environnée pig g. 
de plufieurs tangentes S , S , S , &c. qui touchent la 
demi-circonférence , en forte que le point de contin- 
gence de chacune foit également éloigné de fes extrê- 
mitez : foit aulli la tangente EF égale & parallèle à 
l’axe AB , fi on conçoit que la demi- circonférence tourne 
autour de l’axe AB avec les petites tangentes S , S , S , 

•& la ligne EF , on verra que les petites tangentes dé- 
criront des furfaces de cônes tronquez , & que la ligne 
EF décrira la furface d'un cylindre circonfcrit. Or fi on 
tire les lignes de , de , de , &c. qui paflènt par les ex- 
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trêrnitez des tangentes , tk qui (oient perpendiculaires à 
Taxe AB & à la ligne parallèle EF , ces perpendiculaires 
diviferont la ligne EF en plufieurs parties E d , dd , dd , 
&c. qui ont décrit en tournant avec la demi-circonfé- 
rence des furfaces cylindriques , qui font chacune éga- 
les aux fuperficies des cônes décrites par les tangentes 
correfpondantes ; &c par conféquent la furfaeë cylindri- 
que décrite par la ligne entière EF , qui contient toutes 
les parties Ed , dd , dd , &cc. eft égale â la fomme des 
fuperficies décrites par les petites tangentes S , S , S. Mais 
fi on fuppofe les tangentes infiniment petites , elles Ce 
confondront avec la demi-circonférence ; ainfi elles dé- 
criront la furface de la fphere; & par conféquent la fur- 
face de la fphere eft égale à la fu perfide convexe du cy- 
lindre circonfcrit. Ce qu'il falloir démontrer. 

Corollaire I. 

58. La furface de la fphere eft égale au produit de 
fon diamètre par la circonférence d'un grand cercle : 
car nous venons de faire voir que la furface de la fphere 
eft égale à celle du cylindre circonfcrit. Or pour avoir 
la furface du cylindre circonfcrit, il faut multiplier (14.) 
la hauteur, qui eft le diamètre de la fphere , par la cir- 
conférence de la bafe , qui eft auftî un grand cercle de 
la fphere ; par conféquent pour avoir la furface de la 
fphere , il faut multiplier fon diamètre par la circonfé- 
rence d'un de fes grands cercles. 

Corollaire II. 

1 

5 9. La furface de la fphere eft quadruple d’un grand 
cercle : car pour avoir la furface d’un grand cercle , il 
faut multiplier le rayon par la moitié de la circonférence 
( Liv. II. Art. 141.), ou , ce qui revient au même , il 
faut multiplier la moitié du rayon ou le quart du dia- 
mètre par la circonférence d'un grand cercle de la 
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fphcre. Mais on vient de démontrer que la furface de la 
fphere eft égale au produit du diameue entier par la 
circonférence d'un grand cercle; par conféquent la fur- 
face d'un grand cercle de la fphere , & celle de la fphere 
même, font comme ces produits. Or ces produits ayant 
tous deux la circonférence d'un grand cercle pour une 
de leurs racines , font comme les autres racines , qui 
font le quart du diamètre , d’une part & le diamètre 
entier de l'autre ; ainfi la furface du grand cercle eft à 
celle de la fphere , comme le quart du diamètre eft au 
diamètre ; donc la furface de la fphere eft quadruple 
d'un grand cercle. 

Corollaire III. 

60. La fuperficie convexe du cylindre circonfcrit, 
étant égale à la furface de la fphere , elle doit conte- 
nir quatre grands cercles de la fphere , aufquels , fi on 
ajoute les deux bafes du cylindre, qui font aufli des 
grands cercles de la fphere, la fuperficie totale du cy- 
lyndre fera égale à fix grands cercles de la fphere ; ainfi 
la furface totale du cylindre , y compris les bafes , eft 
à celle de la fphere inferite , comme 6 eft à 4 , ou com- 
me 3 eft à 1 : mais dans la fuite nous démontrerons 
( 135.) que la folidité du cylindre eft auffi à celle de 
la fphere , comme 3 eft à 1 ; par conféquent la furface 
du cylindre , y compris les bafes , eft à celle de la 
fphere inferite , comme la folidité du cylindre eft à la 
folidité de la fphere. 

Archimede ayant découvert ce que nous venons de 
démontrer fur la furface du cylindre , & celle de la 
fphere dans le Théorème 8 c les Corollaires précédais , 
en fut fi fatisfait , 8 c fur-tout du troifiéme Corollaire , 
qu'il voulut qu'on repréfentât fur fon tombeau pn cy- 
lindre circonfcrit à une fphere. « 


l 

« * 
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Corollaire IV. 

6 1 . La furface de la fphere eft égale à celle d’un cer- 
cle qui a pour rayon le diamètre de la fphere , ou , ce 
qui revient au même , qui a un diamètre double de 
celui de la fphere. Car la furface de la fphere eft qua- 
druple du grand cercle de la fphere , c’eft à-dire , du 
cercle qui a le même diamètre que la fphere. Or le cer- 
cle qui a un diamètre double de celui de la fphere , eft 
auftî quadruple du cercle qui a même diametré que la 
fphere , puifque les cercles font comme les quarrez des 
diamètres. 

Corollaire V. 

61. De ce que nous avons dit, il fuit que la furface 
d'une calotte fphérique , telle que IAL , eft égale à la 
fuperficie cylindrique dont la hauteur eft égale à AX , 
qui eft la hauteur de la calotte ; ainfi pour avoir la fur- 
face d’une calotte fphérique , il faut multiplier la cir- 
conférence d’un grand cercle de la fphére par la hau- 
teur de la calotte. Par la même rai{on,pour avoir la fur- 
face d'une zone, comme KILM, terminée par deux cer- 
cles parallèles , il faut multiplier fa hauteur XY par la 
circonférence d'un grand cercle de la fphere. 

Corollaire VI. 

6 $. La furface d’une fphere eft au quarré de fon dia- 
mètre , comme la circonférence eft au diamètre : car la 
furface de la fphere eft égale au produit du diamètre 
par la circonférence d’un grand cercle , 3 c le quarré du 
diamètre eft le produit du diamètre par le diamètre. Or 
ces deux produits ont une racine commune; fçavoir, 
le diamètre de la fphere : donc ils font entr’eux comme 
les racines inégales , qui font la circonférence , d’une 
part , < 8 c le diamètre , de l’autre ; par conféquent la fur- 
face d’une fphere eft au quarré de fon diamètre , com- 
me la circonférence eft au diamètre. 
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Il nous rcfte encore à parler du rapport des fuperfi- 
cics des corps fembiables ; c'cft ce que nous allons faire, 

D U RAPPORT DES SUPERFICIES 
des folides femila.les. 

! 

7 1 . Deux folides font appeliez fembiables , lorfque les 
furfaces qui terminent l'un , font fembiables aux fur- 
faces correfpondantcs de l*autre : par exemple , afin quo 
deux prifmes foient fembiables , il faut que la bafè de 
l'un foit femblable à celle de l'autre , & que les faces 
du premier foient aulïi fembiables aux faces correfpon- 
dances du fécond. Afin donc que deux corps foient fem- 
blables , il 11’cft pas nécefTaire que toutes les faces de 
l'un foient fembiables entr’elles : mais il faut que les fa- 
ces de l'un foient fembiables aux faces correfpondantes 
de l'autre , chacune à chacune. 

71. Il fuie de là » que deux corps ne peuvent être 
fembiables , à moins qu’ils ne foient de même efpece ; 
ainfi , par exemple , un prifme ne peut pas être fembla- 
ble à une pyramide ; un prifme droit à un prifme obli- 
que , un prifme oblique à un autre prifme oblique , 
plus ou moins incliné , un prifme triangulaire à un prif- 
me pentagonal , &c. En un mot , afin que deux corps 
foient fembiables , il faut qu’ils ayent la même figure , 
& qu’ils ne different entr'eux , que parce que l’un a 
plus de folidité que l’autre. 

7 j. Remarquez que lorfque deux corps font fembla- 
bles , les lignes tirées dans l’un de ces corps font pro- 
portionnelfes aux lignes correfpondantes , ou fembla- 
biement tirées dans l'autre , en forte que fi dans le pre- 
mier corps une de ces lignes eft double ou triple de la 
correfpondante dans le fécond , les autres lignes du pre- 
mier feront aullî doubles ou triples de leurs correfpon- 
dantes dans le fécond : par exemple , fi deux cylindres 
font fembiables , les hauteurs font proportionnelles aux 
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circonférences des bafes ou à leurs rayons: c’eft la mê- 
me chofe dans deux cônes. Cette remarque eft la même 
que celle que nous avons faite fur les polygones fem- 
biables ( Liv. II. Art. 68.) 

i 

Theorem È. 

74. Lorfque deux corps font femblables , les fupcrfi. tes 
font en raison doublée des lignes correfpondantes , ou comme 
les quarrez. de ces lignes. 

On parle ici des fuperficies ou des furfaces totales , 
c’cft-à-dire , qu’on y comprend les bafes ôc les faces 
des corps. 

Démonstration. 

Si on conçoit que ces furfaces totales foient dévelop- 
pées j il eft évident que les développemens feront des 
figures* femblables. Or les figures femblables ( Liv. IL 
Art. 179. ) font entr’elles en raifon doublée des lignes 
correfpondantes , ou comme les quarrez de ces lignes * 
par conféquent les furfaces totales des corps femblables , 
lont en raifon doublée des lignes correfpondantes ou 
comme les quarrez de ces lignes. 

Autre démonftration en lettres. Les produifans de la 
fuperficie du premier corps foient appeliez A & B , Sc 
ceux de la furface du fécond a & b -, on aura la propor- 
tion , A . a : B . b ; parce que ces furfaces étant déve- 
loppées offrent des figures femblables , &c d’ailleurs les 
produifans des figures femblables font proportionnels 
(Liv. II. Art. 161.) Ainfi en prenant le produit des an- 
técédens & celui des conféquens a ces produits ABôcab 
font en raifon doublée des produifans homologues (Liv. 
II. Art. 1 5 6.) Or ces produits repréfentent les fuperficies 
des corps femblables. Par conféquent ces fuperficies 
font entr’elles en raifon doublée des produifans homo- 
logues. Mais ces produifans font • proportionnels aux 
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lignes correfpondantes ( Liv. II. Art. 1 6 2 . ) Donc les 
furfaces font en raifon doublée des lignes correfpondan- 
tes , ou comme les quarrez de ces lignes. 

Corollaire. 

75. Les fpheres étant des corps' femblables, les fu- 
perfides de deux fpheres font en raifon doublée des dia- 
mètres, ou comme les quarrez des diamètres. Voici une 
démonftration particulière de ce Corollaire : félon le 
premier Corollaire du premier Théorème , la furface de 
la prémiere fphere eft égale au produit du diamètre par 
la circonférence d’un grand cercle de cette fphere , ou , 
ce qui eft la même chofe , à un reétangle qui a pour 
hauteur le diamètre , & pour bafe la circonférence d’un 
grand cercle : pareillement la furface de l’autre fphere eft: 
égale à un rectangle qui a pour hauteur le diamètre, 
1k pour bafe la circonférence d’un grand cercle de cette 
fécondé fphere. Or ces deux reéhfngles font femblables , 
puifque les hauteurs qui font des diamètres , font com- 
me les circonférences qui fervent de bafes aux reétan- 
gles : par conféquent les deux rectangles font en raifon 
doublée des diamètres , qui font les hauteurs , ou com- 
me les quarrez de ces diamètres ( Liv. 2. Art. 1 60 Sc 
171); ainfi les furfaces des fpheres font aulli en rai- 
fon doublée de leurs diamètres , ou comme les quarrez 
de leurs diamètres. 

PROBLEME. 

7 6 . Trouver la furface d’une fphere dont on connaît U 
diamètre . 

Cherchez la circonférence d’un grand cercle de la 
fphere par le moyen du rapport approché du diamètre 
à la circonférence trouvé par Archimede : enfuite mul- 
tipliez la circonférence par le diamètre , le produit fera 
la furface de la fphere : par exemple , fi le diamètre eft 
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de 300 pieds , il faut chercher la circonférence qui eft 
941I pieds , laquelle étant multipliée par joo , don- 
nera au produit 181837 pieds quamz , plus -i d’un 
pied quarré. Ce produit eft à peu-près la furface de la 
fphere dont le diamètre eft de 300 pieds. 

Si on avoir fuppofé le rapport du diamètre à la cir- 
conférence égal à celui de 1 1 3 à 333 , on auroit trouvé 
d’abord 941 -±±- pour la circonférence d’un grand cer- 
cle du globe laquelle étant multipliée par le diamètre 
3 oOjle produit auroit été 181743 ~j. Ce produit ap- 
proche plus de la furface du globe , que le premier pro- 
duit 181837^ 

77. Le produit qu’on trouve en fe fêrvant de l’un 
& de l’autre rapport eft plus grand que la furface qu’on 
cherche , parce que le diamètre étant fuppole de 7 , la 
circonférence eft moindre que 11; & pareillement le 
diamètre étant fuppofé de 1 1 3 , la circonférence eft 
un peu moindre que 3 3 3 : cela vient de ce que le rap- 
port de la circonférence au diamètre eft plus petit que 
celui de i 1 à 7 j &C même que celui de 333 à 113. 

78. On peut encore trouver la furface d’une fphere 
par une autre méthode fondée fur ce que nous venons 
de démontrer ( 73 ) , fçavoir , que les quarrez des dia- 
mètres des fpheres font comme leurs furfaces. 

Cette méthode fuppofé que l’on connoît la furface 
d’une fphere , par exemple , celle du globe dont le dia- 
mètre eft de 1 00 pieds. On trouvera en fe fèrvant du 
rapport du 1 1 3 à 333 , que la circonférence du grand . 
cercle de ce globe eft 3 1 4 JJL. Or fi on multiplie ce 
nombre par le diamètre 1 co , le produit fera 31413 
Ainfi la furface de la fphere qui a 1 00 pieds de diamè- 
tre , eft à peu de chofe près , 3 141 3 J-2J. pieds quar- 
rez i mais comme la fra&ion eft prefque égale à 

l’unité. 


Google 



Livre troisie’ me. 193 
l’unité , nous prendrons j 1 41 6 au lieu de 3 1 41 5 ^ 

afin d'éviter le calcul des fractions. 

Cela pofé , fi on veut trouver la furface d'une fphere 
quia, par -exemple, 500 pieds .de diamètre, il fmc 
faire une proportion dont le premier terme foit 1 0000 , 
quarré de 1 00 qui eft le diamètre de la fphere dont on 
connoît la furface, le fécond foit 90000 , quarré du 
diamètre de la fphere dont on cherche la furface , & le 
troifiéme foit 3 1416 , qui eft la furface de la fphere 
dont le diamètre eft de 100 pieds ; le quatrième terme 
fera la furface cherchée : voici la proportion , 1 0000. 
90000:: 51416. *1=18x744. 

79. Ce nombre 18x744 eft un peu plus grand que 
la furface qu'on cherche : mais fi au lieu du j me - terme 
ji4i6onavoit pris 51415, le 4 m<s terme auroit été 
trop petit, & plus different de la véritable furface cher- 
chée que le nombre 181744 , parce que 31416 appro- 
che plus de la fuperficie du globe dont le diamccre eft 
j 00 , que 3 141 5. 

80. On peut aufïi chercher la furface d’une fpherô 
par une proportion dont les deux premiers termes foient 
deux nombres qui expriment à peu-près le rapport'du. 
diamètre à la circonférence , tels que font 1 1 3 & 3 5 5 , 
& le 3 me - foit le quarré du diamètre de la fphere dont 
on cherche la furface. Ainfi pour trouver la furface de 
la fphere dont le diamètre eft 3O0 , je ferai la propor- 
tion 1 1 3. 35J : : 90000. x : le 4 me - terme qu'on trou- 
vera , fera un peu plus grand que la furface cherchée, 
parce que le conféquènt 3 5 5 eft un peu trop grand , 
comme nous l'avons dit. 

Voici la raifon de cette méthode : Les quarrez des 
diamètres font entr’eux comme les furfaces des fpheres. 
Ainfi le.quarré de r 1 3 eft au quarré de 300 , comme 
la furface de la fphere dont le diamètre eft 1 1 3 eft à 
celle dé la fphere dont le diamètre eft 3 00. Or le quarré 
II. Partit. N 
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diamètre x i 3 eft 1 1 1 3 > le quarré du diamè- 

tre 300 eft 90000, & la furface de la fphere qui a pour 
diamètre 113 eft 355x1 1 3 - (j8) Voici donc la pro- 
portion , 1 1 3X 1 1 J* 90000 : : 3 S SX 1 1 3- x > ou alter- 
nundo , 1 1 3XM 3 > 3 SSXi 1 3 '• : 90000. x. Or les deux 
premiers termes de cette proportion font en meme rai- 
son que 1 1 3 & 3 5 j , puifque ces deux termes font les 
produits des nombres 113 & 353 multipliez l’un & l'au- 
tre par 1 1 3. On peut donc mettre ces nombres à la place 
des deux premiers termes : & pour lors la derniere pro- 
portion fera réduite à celle-ci , 113.335:: 90000. x. 

81. Ces trois méthodes peuvent auiïi fervir à trou- 
ver la furface d'un cercle dont on connoît le diamètre : 
car la fuperficie de la fphere eft quadruple de celle d’un 
cercle qui a le même diamètre que la fphere. Et par 
çonféquent fi après avoir trouvé la fuperficie de la 
fphere on en prend le quart , on aura la furface du 
cercle. 

DES SOLIDES OU CORPS CONSIDEREZ 
filon leur filidité. 

En traitant de la folidité des corps , nous parlerons 
1 °. De leur égalité , 2 De leur mefure , 3 °. De leur 
rapport. 

DE L‘EG ALIT’E DES SOLIDES . 

82. De même que la furface eft compofée de lignes , \ 
le corps eft aufli compofé de furfaces , eu plûtôt de 
tranches d’une épaifleur infiniment petite : par exemple » 

le prifme eft compofé d'une infinité de tranches égales 
& parallèles à la bafe ; ce font ces tranches qu’on nom- 
me élemens des folides. 

En comparant deux corps , nous fuppolèrons toâ- ' 
Jours que les élémens de l’un ont une hauteur ou épaif 
feur égale à celle des élémens de l'autre. 


Digitized by Google 



Livre troisie’me. 19J 

83. Nous avons fait voir en parlant des furfaces , 
qu’en multipliant une ligne par une autre , le produit 
donne une furface : mais fi on multiplie une furface par 
une ligne , le produit eft un folide : par exemple , fi on 
multiplie la bafe d‘un prifme par fa hauteur , c’cft-à- 
dire , fi on prend la bafe du prifme autant de fois qu'il 
y a de points dans fa hauteur , le produit fera le prifme. 

84. Si on confideroit la furface fans aucune épaiflèur, 
une infinité de furfaces pofées les unes fur les autres , 
ne pourroit produire une folidité. Ceft pourquoi on 
regarde ici la furface comme ayant une épailfeur ou 
hauteur infiniment petite ; & à proprement parler , c’eft 
plutôt une ttanche qu’une furface. 

8 j . Lorfqu’on dit que deux corps ou folides font 
égaux , cela s’entend toujours de leur folidité , en forte 
que deux corps qui ont des figures & des fuperficies ùif. 
ferentes font cependant appeliez égaux , fi la folidité du 
premier eft égale à celle du fécond : pour s’exprimer 
avec plus de précifion j on dit quelquefois que les corps 
font égaux en folidité , mais cela n’eft pas neceftàire. 

86. Avant de paftèr aux Théorèmes fuivans , il eft 
à propos de remarquer , que c’eft la 1 * même chofe de 
dire que deux corps ont une même hauteur , ou qu’ils 
font compris entre deux plans parallèles ; en forte que 
quand deux corps ont des hauteurs égales , ils peuvent 
toujours être compris entre deux plans parallèles ; &c 
réciproquement lorfque deux corps peuvent être com- 
pris entre des plans parallèles, ils ont des hauteurs 
égales. 

Theorême I. 

87. Deux prifme s de meme bafe & de même hauteur 
font égaux , foit qu’il y en ait m droit dr l’autre oblique , 
joit que tous les deux foient droits ou obliques. 

Nij 
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Démonstration. 

Deux prifmes font égaux , lorfqu'ils ont le même 
nombre d’élemens égaux. Or deux prifmes de même 
bafe & de même hauteur , ont un même nombre d'éle- 
mens égaux. i°. Ils ont des élemens égaux , puifque 
les bafes font fuppofées égales, i ° . Le nombre de ces 
élemens eft égal dans les deux prifmes , à caufe qu'ils 
ont même hauteur : donc les deux prifmes font égaux 
en folidité. Ce qu'il falloir démontrer. 

88, On voit aifément que la même démonftration 
peut être appliquée à deux cylindres de même bafe Sc 
de même hauteur ; & même fi on compare un prifme 
avec un cylindre , on démontrera de la même manière > 
qu'ils font égaux , lorfqu'ils ont des bafes & des hau- 
teurs égales. 

89. Il paroît d’abord difficile à comprendre qu’un 
cylindre droit foit égal à un cylindre oblique de même 
bafe & de même hauteur : car le cylindre oblique eft 
plus long que le cylindre droit; d’ailleurs s’ils ont 
même bafe , ne font-ils pas nécelfairement de pareille 
grofïèur ? ainfï le cylindre oblique a plus de folidité 
que l’aurre. 

Il eft vrai que les cylindres ayant même hauteur , 
l’oblique eft plus long que le droit ; mais aufïi il a 
mpins de grofïèur , quoique les bafes foient fuppofées 
égales , parce que la baie ne mefure pas la grofïèur , 
lorfque le contour n'eft pas perpendiculaire à la bafe, 
puifque la groffeur eft d’autant moindre , que le con- 
tour eft plus oblique fur la bafe. Il faut juger des cylin- 
dres comme des parallélogrammes dont la baie demeu- 
rant la même , la largeur eft d’autant moindre , que les 
cotez font plus obliques fur la bafe. Il faut dire la même 
choie du prifme droit comparé au prifme oblique. 
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THEOREME II. 

90. Deux pyramides de même bafe & de même hauteur 
font égales , fait qu'il y en ait une droite & l'autre obli- 
que , foit que toutes les deux f oient droites ou obliques. 

Démonstration. 

Sofent les pyramides de la Fig. 10. que l'on fuppofe Fig. 10. 
de même baie & de même hauteur ; je dis qu'elles font 
égales. Il n’y a qu’à faire voir qu’il y a autant d’éle- 
mens dans l’une que dans l’autre , & que les élemens 
de l' une font égaux aux élemens correfpondans de l’au- 
tre. 1 0 . Il y a même nombre d’élemcns dans les deux 
pyramides , parce qu’elles font fuppofées avoir des hau- 
teurs égales. i°. Les élemens de l’une font égaux aux 
élemens correfpondans de l’autre : car fuppofons que ces 
pyramides foient entre deux plans parallèles , & qu’elles 
foient coupées par un troifiéme plan parallèle aux deux 
premiers , lequel forme les feûions ou les furfaces cor- 
refpondantes g & h. Voici comme nous démontrerons 
que ces furfaces on tranches correfpondantes font éga- 
les : à caufe du troilîéme plan parallèle , les deux cotez 
AB & Ab de la première pyramide font proportionnels 
aux cotez DE & De de la fécondé ; ainfi on a la pro- 
portion AB. Ab : : DE. De. Mais dans la première py- 
ramide les deux triangles femblabîes BAC & bAc don- 
nent la proportion AB. Ab : : BC. bc : pareillement dans 
4 a féconde pyramide DE. D# ; : EF. ef. Or dans la fé- 
conde & la troifiéme proportion les deux premières rai- 
fons font égales , comme il paroît par la première pro- 
portion : donc les deux dernieres raifons font auffi éga- 
les ; c’eft-à-dire , qu'on a la quatrième proportion BC. 

bc : : EF. ef -, par conféquent les quarrez de ces lignes 

2 2 2 2 

font encorç proportionnels ; ainfi BC bc : : EF. ef. Or 

Niij 


Digitized by Google 



19? EtEMSKS » * GÉOMETKÎB. 
la bafc G ôc la tranche g de la première pyramide font 
des polygone-s femblables ; par conféquent ces figures . 
font comme les quarrez des cotez homologues ( Liv. z. 

. — 2 — z 

Art. 179.) ; donc on a la proportion BC. bc : : G. g. Par 

— 2 2 

la même raifon dans la fécondé pyramide EF. ef:: H. h. 

Dans ces deux dernieres proportions les premières rai- 

— 2 

fous font égales ,à caufe de la proportion précédente BC. 

— 2 — ; — 2 

bc : : EF. ef ; donc les fécondés raifons font auflî égales; 
ainfi G. g : : H. h , & alternando , G. H : :g. h ; c’eft-à- 
dire , que les deux bafes font comme les tranches cor- 
refpondantes : ainfi , puifque les bafes font égales , les 
tranches le font aulfi :donc dans les pyramides de même 
bafe & de même hauteur , les élemens correfpondans 
font égaux. D'ailleurs il y a autant d’élemens dans l'une 
que dans l'autre ; & par conféquent ces pyramides font 
égales en folidité. Ce qu’il falloir démontrer. 

Voici en peu de mots à quoi fc réduit cette démonf- 
tration. Les deux pyramides ont chacune un égal nom- 
bre d’élemens , puifqu’clles ont même hauteur. D’ail- 
lrurs les élemens de l’une font égaux aux élemens cor- 
refpondans de l’autre : car ces élemens correfpondans 
étant à égale diftance des bafes , ils ont le même rap- 
port à ces bafes , & en font par conféquent des parties 
femblables. Or les baies font fuppofées égales. Donc 
leurs parties femblables font aulfi égales. Donc les éle- 
mens correfpondans font égaux. Par conféquent les py- 
ramides font égales. 

9 1 . Remarquez qu’il n’eft pas néceffaire pour la vé- 
rité du Théorème , que les bafes des deux pyramides 
fôient des polygones d’un même nombre de cotez; il 
fufîït que ces bafes foient égales en furface , quoique 
l’une foie , par exemple , un exagone, & l'autre un pen- 
tagone régulier ou irrégulier. 

9 z. Il luit de-làque les cônes de même bafe & de 
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même hauteur (ont égaux ; parce que les cônes ne font 
que des pyramides dont les bafes font des polygones ré- 
guliers d'une infinité de cotez. 

95. Si on compare une pyramide avec un cône , 01! 
peut aflurer que ces folides font égaux lorfqu'ils ont 
même baie & même hauteur. Cela eft évident par rap- 
port aux pyramides & aux cônes , comme par rapport 
aux prifmes & aux cylindres. 

Il eft prefque impoflîble d'entendre bien la démonf- 
tration du Théorème fuivant , fans avoir un prifme 
triangulaire divifé en trois pyramides , telles qu'on les 
fuppofe dans la démonftration ; c’eft pourquoi fi on 
n'en a point , il faut en faire un de cire ou de quelque 
autre matière qui foit facile à couper. 

THEOREME III. 

94. Um pyramide triangulaire eft le tiers d’un prifme 
triangulaire de même bafe & de même hauteur que la py- 
ramide. 

Démonstration. 

Soit le prifme triangulaire CADEBF ; je dis qu’une Fig. 
pyramide de même baie & de même hauteur , n’eft que 
le tiers de ce prifme. Ce que je démontre ainfi : Si on 
conçoit un plan qui coupe le prifme par l’angle A , en 
forte qu'il pafle par les diagonales AE & AF , la fe&ion 
formera la pyramide EAFB , qui a la même bafe que le 
prifme , fçavoir , le triangle EBF , & qui a aufli la mê- 
me hauteur , puifqu’elle a le même coté AB. Pareille- 
ment fi on conçoit qu’un plan coupe le refte du prifme 
par l'angle F, en palfant par les diagonales FA & FC , 
il en réfultera deux autres pyramides 5 dont l’une eft 
AFCD , qui a pour bafe le triangle CAD , qui eft l’au- 
tre bafe du prifme , & qui a aufli même hauteur que 
le prifme , puifqu’elle a le même côté DF. L’autre py- 
ramide qui réfulte de la derniere fe&ion eft ECAF, dont 

Niv 
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la figure eft fore irrégulière. Or les deux première# 
pyramides EAFB& AFCD font de même bafo & 
de même hauteur , puifqü’elles ont chacune même 
bafo & même hauteur que le prifme : donc ces deux 
pyramides font égales entr'eîles : d’ailleurs fi on com- 
pare la fécondé pyramide AFCD avec la troifiéme 
ECAF , & qu'on prenne pour bafo de la fécondé , le 
triangle FDC , & pour bafo de la troifiéme le triangle 
CEF , on trouvera que ces deux pyramides font égales: 
car i ° . Les triangles qu’on a pris pour bafo font égaux, 
puifque ce font des moiriez du parallélogramme CEFD, 
qui eft une des farces du prifme , 8c qui a été divifée 
également par la diagonale CF. i Ces deux pyrami- 
des ont même hauteur , puifqu’elles finiftènt au même 
point A. Donc la troifiéme pyramide eft aufïi égale à la 
première : ainfi les trois pyramides font égales entr'eîles ; 
par conféquent une de ces trois pyramides , par exem- 
ple , la première , qui a même bafo 8c même hauteur 
que le prifme , n’eft que le tiers du prifme. Ce qu’il fal- 
loit démontrer. 

Corollaire I. 

9 y. Toute pyramide eft le tiers d’un prifme de même 
bafo & de même {îauteur : par exemple , une pyramide 
pentagonale eft le tiers d’un prifme pentagonal de même 
bafo 8c de même hauteur. 

Demonstr ation. 

Si d’un point pris dans la bafo du prifme, on conçoit 
des lignes tirées au fommet des angles , qui divifont le 

{ >entagone qui fort de bafo , en cinq triangles , 8c que 
e prifme pentagonal foitdivifé en cinq priâmes triangu- 
laires , qui aient chacun pour bafo un des triangles du 
pentagone : fi on conçoit de même que le pentagone 
qui eft la bafo de la pyramide , eft divifé en cinq trian- 
gles parfaitement égaux à ceux de la bafe du prifme , 8c 
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que la pyramide pentagonale eft partagée en cinq pyra- 
mides triangulaires de même hauteur que la pyramide 
pentagonale , qui aient chacune pour bafe un des trian- 
gles du pentagone , pour lors chacune des pyramides 
triangulaires fera le tiers du prifme triangulaire corres- 
pondant , comme on l’a démontré dans le Théorème ; 
par conféquent la pyramide pentagonale qui eft la Som- 
me des cinq pyramides triangulaires , eft le tiers du 
priSme pentagonal , ou de la Somme des cinq priSmes 
triangulaires. Ce qn’il falloir démontrer. 

On voit clairement que la même démonftration peut 
s’appliquer à toute pyramide , quelle que Soit la baSe , 
en la comparant avec un priSme qui ait même baSe &c 
même hauteur. 

Corollaire II. 

9 6. Le cône n’étant qu’une pyramide dont la baie 
eft un polygone d’une infinité de cotez , & le cylindre 
n’étant qu’un priSme , il s’enSuit que le cône eft le tiers 
du cylindre de même baSe &c de même hauteur. 

97. On peut remarquer à l'occafion du premier Co- 
rollaire que la Somme de plufieurs priSmes de même 
hauteur eft égale à un Seul priftne dont la baSe eft égale 
à celle de tous les autres prilmes prisenSemble,& la hau- 
teur égale à celle de ces mêmes priSmes. Pareillement 
la Somme de plufieurs pyramides de même hauteur eft 
égale à une feule pyramide dont la bafe eft égale à la 
Somme des baSes des autres pyramides , & la hauteur 
égale à celle de ces pyramides. Cela paroît aflfez clai- 
rement après tout ce qu’on a dit juSqu’ici. 

Il eft évident qu’on peut dire la même choSe des 
cylindres & des cônes. 

/ THEOREME IV. 

98. Une Jphere eji égale a une pyramide ou à un cône 
qui a pbur hauteur le rayon de la Jphere , & une bafe 
égale à la fttrface de la Jphere. 
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Démonstration. 

On peut concevoir que la fphcre eft compofée d’une 
infinité de pyramides qui ont leur fommet au centre de 
la fphere , & dont chacune a pour baie une partie infi- 
niment petite de la furface de la fphere. Or la fomme de 
toutes ces pyramides eft égale à une feule pyramide ou 
à un cône , qui auroit une hauteur égale à celle de tou- 
tes les pyramides ; fçavoir , le rayon de la fphere , & 
dont la bafe ferott égale à la fomme de toutes les bafes 
des pyramides { 97 ) » c’eft-à-dire , égale à la furface de 
la fphere : donc une fphere eft égale à une pyramide 
ou à un cône qui a pour hauteur le rayon , & pour 
bafe la fuperficie de la fphere. Ce qu'il falloit démontrer. 

Après tout ce que nous venons d’établir fur l'égalité 
des corps folides , on entendra facilement ce qu'il y a 
à dire fur leur mefure ; c’eft pourquoi nous en traite- 
rons en peu de mots. 

Des mefures des Corps oh Solides. 

99. Les mefures des corps font des toifes cubiques, 
des pieds cubiques , des pouces cubiques , Sic. Une 
toife cubique eft un cube compris fous fix faces , dont 
chacune eft une toife quarrée. De même le pied cubi- 
que eft un cube compris fous fix faces dont chacune 
eft un pied quarré. 

T H E O R E M E. 

1 00. Les prifmes & les cylindres droits oh obliques font 
égaux au produit de leur bafe par leur hauteur. 

Démonstration. 

Soit un prifme dont la bafe ait fix pieds quarrez Si la 
hauteur trois pieds en longueur; je dis que la folidité de 
ce prifme eft de 1 S pieds cubiques. (1 8 eft le produit de 
la bafe par la hauteur. ) 
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Pour le démontrer , il faut concevoir que le prifme 
eft partagé en autanc de tranches parallèles à la baie , 
qu’il y a de pieds dans la hauteur , c’en -à-dire , en trois 
dans cet exemple , donc chacune ait un pied de hau- 
teur. Cela étant , il eft évident que les trois tranches 
ayant la même bafe que le prifme , chacune contient 
autant de pieds cubiques que la bafe contient de pieds 
quarrez , c'eft-à-dire , fix ; par conféquent les trois tran- 
ches prifes enfemble contiennent trois fois fix ou dix- 
huit pieds cubiques : donc la folidité d'un prifme eft 
égale au produit de fa bafe par fa hauteur. On peut 
appliquer la même démonftration au cylindre. 

Corollaire I. 

101. Les pyramides & les cônes font égaux au pro- 
duit de leur baie par le tiers de leur hauteur. Cela fuit 
de ce que les pyramides & les cônes font le tiers des 
prifmes & des cylindres de même bafe &c de même 
hauteur. 

Corollaire IL 

102. La fphere eft égale au produit de fa furface par 
le tiers de lôn rayon ; car une fphere eft égale à un cône 
qui a pour hauteur le rayon , &c pour bafe la fuperficie 
de la fphere ( 98 ). 

Ce que nous venons de dire fur la mefure des foli- 
des peut fervir à trouver la folidité de tous les corps , 
parce qu'ils peuvent être réduits en pyramides , de 
même que les figures planes peuvent être réduites en 
triangles. Nous allons parler à prefent du rapport des 
folidcs. • 

DU RAPPORT DES SOLIDES 

confïderez. félon leur folidité. 

103. Pour connoître le rapport des folides , on fe 
fert des produifant. On entend par produifans d’un fo- • 
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lide des lignes qu'il faut multiplier pour avoir fa fb- 

lidité. 

1 04. Il y en a trois ; car d’abord on multiplie deux 
lignes l'une par l’autre , afin d’avoir une furface : enfuite 
il faut multiplier cette furface par une troifiéme ligne , 
& le produit eft la folidité du corps. Par exemple , dans 
un prifme , tel qu’eft celui de la Fig. 1 z , les deux pre- 
miers produifans font la longueur CD , & la largeur 
BC , c’eft-à-dire , les deux lignes qu’il faut multiplier 
pour avoir la bafe , & le troilicme clt la profondeur ou 
la hauteur AB du prifme. 

105. Lorfqu’il s’agit d'une pyramide, le troifiéme 
produifant n'eft pas la hauteur entière, mais feulement 
le tiers de la hauteur , parce que pour avoir la folidité 
d’une pyramide , on ne multiplie la bafe que par le tiers 
de la hauteur. Il en eft de même pour le cône. 

106. On peut aufïi ne confiderer que deux produi- 
fans dans le folide *, fçavoir une furface telle qu'eft la 
bafe du corps , & la ligne par laquelle on multiplie la 
furface , afin d’avoir la folidité du corps : dans ce cas 
on regarde la furface comme un feul produifant. Nous 
verrons que pour trouver le rapport des corps , il eft 
quelquefois utile de ne confiderer que deux produifans, 
& que d’autre fois il en faut confiderer trois. 

Pour entendre ce que nous dirons fur le rapport des 
folides , il faut fe fouvenir des raifons triplées : nous 
allons en répéter quelque chofe. 

107. Une raifon triplée eft celle qui eft compofée 

de trois raifons égales , ou , ce qui eft la même chofe , 
c’eft le produit de trois raifons égales. Or pour avoir 
le produit de trois raifons , il faut multiplier les trois 
antécedens l’un par l’autre , & multiplier de même les 
trois conféquens : par exemple , fi on a les trois rai- 
fons égales ~ 1 , -7- , en multipliant les trois antéce- 

dens & les trois conféquens , on aura les produits 11 
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le 96 1 dont la raifon ~L eft triplée des trois premières. 

108. Afin qu’une raifon foit triplée, il n'eft pas 

néceflàire que les raifons compofantes foient expri- 
mées par différens termes, elles peuvent être toutes 
trois exprimées par les mêmes termes ; par exemple , 
au lieu des trois raifons compofantes^ 3 , on.au- 

rôit pû prendre les fuivantes dont la raifon 

triplée eft — L2 

f !I8< 

109. De-là il fuit que la raifon qui eft entre deux 
cubes eft triplée de celle qui eft entre les racines : par 
exemple , la raifon des cubes 1 7 Se 1 1 6 eft triplée de 
celle des racines 3 & 6. De même la raifon des cubes 
b* & d J eft triplée de celle des racines b & d. La ma- 
niéré la plus ordinaire de s’énoncer pour exprimer cette 
propriété des cubes , eft de dire que les cubes lont en 
railbn triplée des racines. 

Avant de propofer les Théorèmes qui regardent le 
rapport des corps folides , il faut expofer ici un Lemme 
pareil à celui que nous avons démontré fur les polygo- 
nes fcmblables ( Liv. IL Art. 1 60. & 161 ). 

LEMME. 

1 1 o. Lorfque deux corps font femblables , les trois pr a* 
duifans de l‘nn font proportionnels aux trois produifans ho- 
mologues de l'autre ; enforte que fi ort appelle les trois pro- 
duifam du premier , A, B , C , & les trois produifans du 
fécond , a, b, c , on aura les proportions A. a : : B. b : : C. c. 

Cette propofition fe démontre de la même maniéré 
que nous avons prouvé ( Liv. II. Art. 1 60. & 161.) que 
deux polygones femblables quelconques ont leurs pro- 
duifans proportionnels. Suppolons donc deux corps lèm- 
blables , par exemple , deux globes ; je dis que quoique 
l'on ne fçut pas quels font leurs produifans , il eft ce- 
pendant évident que les produifans de l’un font des li- 
gnes correfpondances aux produifans de l'autre -, & par 
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conféquent les produifans du premier font proportion- 
nels à ceux du fécond ( 73.) : en^ forte que H les trois 
produifans d’un globe font la circonférence d’un de fes 
grands cercles , le diamètre & le tiers du rayon , les 
trois produifans de l’autre globe font auffi la circonfé- 
rence d'un de fes grands cercles , le diamètre & le tiers 
du rayon. Il en eft de même de tous les corps fcmblables 
réguliers ou irréguliers. 

111. Remarquez que les produifans de deux corps 
fcmblables étant des lignes correfpondantes , ou , ce 
qui eft la même chofe , des lignes femblablement tirées , 
il s'enfuit que dans deux corps femblables les produifans 
font proportionnels à toutes les lignes femblablement 
tirées : c’eft-à-dire, qu’un produifant d’un corps eft au 
produifant homologue de l’autre , comme une ligne du 
premier eft à une ligne femblablement tirée du fécond. 
Tout cela étant préfuppofé , nous allons d'abord con- 
fiderer les folides , comme ayant feulement deux pro- 
duifans. 

Si on ne confîdere que deux produifans dans les fo- 
lides , fçavoir , la bafe & la hauteur , ce que nous avons 
dit des furfaces , en parlant de leur rapport , convient 
auffi aux folides ; c’eft pourquoi il n’eft pas néceflàire de 
nous étendte beaucoup. 

THEOREME I. 

ni. Les prtfmes font entr’evx comme Us produits de 
leur bafe par leur hauteur. 

Démonstration. 

Si l’on prend deux prifmes > le premier eft égal au 
produit de fa bafe par fa hauteur ; & de même le fécond 
eft éga}' au produit de fa bafe par fa hauteur : par con- 
féquent le premier prifme eft au fécond, comme le 
produit de la bafe du premier par fa hauteur , eft au 
produit de la bafe du fécond par fa hauteur. 
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Corollaire I. 
il). Les prifmes qui ont des bafes égala* , font 
comme leurs hauteurs : car lorfque des produits com- 
pofez de deux racines en ont une commune , ils font 
entr’eux comme les racines inégales. Or les prifmes font 
fuppofez ici avoir une racine commune, fçavoir , U 
bafe : donc ils (ont entr'eux comme les hauteurs qui font 
les racines inégales. 

Corollaire II. 

1 14. Les prifmes qui ont des hauteurs égales, font 
comme les bafes. C'eft la même démonftration que celle 
du Corollaire précèdent. 

Corollaire III. 

1 1 5. Lorfque la hauteur & la bafe d’un prifme font 
réciproques à la hauteur & à la bafe d’un autre prifme , 
c’eft-à-dire , lorfque la hauteur du premier prifme eft à 
la hauteur du fécond , comme la bafe du (econd eft à 
la bafe du premier , pour lors les deux prifmes font 
égaux : car , dans ce cas , le premier prifme eft égal au 
produit des extrêmes de la proportion , & le fécond eft 
égal au produit des moyens i par conféquent les deux 
prifmes font égaux. 

THEOREME IL 
il 6 . Les prifmes font en raifon compofée de la bafe a 
la bafe i & de la hauteur à la hauteur . 

Démonstration. ** 
Si on compare la bafe du premier prifme à celle du 
fécond , & qu’on compare de même la hauteur du pre- 
mier à la hauteur du fécond , on aura deux raifons donc 
la bafe & la hauteur du premier prifme feront les anté- 
cedcns , & la bafe & la hauteur du fécond feront les 
conféquens. Or le premier prifme eft égal au produit 
des deux antéccdens , & le fécond eft égal au produit 
des conféquens ; ainfi la raifon de ces deux prifmes eft 
compoiee des raifons de la bafe à la bafe , & de U 
hauteur à la hauteur. 
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Corollaire I. 

11 7. Lorfque les bafcs font proportionnelles aux 
hauteurs > en forte que la bafe de l'un eft à la bafe de 
l'autre , comme la hauteur du premier eft à la hauteur 
dn fécond , pour lors les prifmes font; en raifon dou- 
blée de leurs bafes ou de leurs hauteurs : car dans ce 
cas les raifons compofantes étant égales } la raifon des 
prifmes qui eft compofée de ces raifons égales , eft né- 
celfairement doublée. 

Corollaire II. 

1 1 8. Lorfque les bafes font proportionnelles aux 
hauteurs , comme dans le premier Corollaire , les prif- 
mes font comme les quarrez des hauteurs : car on vient 
de faire voir , que dans ce cas la raifon des prifmes eft 
doublée de celle des hauteurs. Or la raifon des quarrez 
des hauteurs eft auffi doublée de celle des hauteurs ; par 
conféquent la raifon des prifmes eft pour lors égale à 
celle des quarrez des hauteurs. 

11 9. Il eft clair que ce que l'on vient de dire des 
prifmes dans les deux Théorèmes précedens & leurs Co- 
rollaires , convient auflt aux cylindres , foit qu’on com- 
pare les cylindres entr’eux , foit qu'on les compare avec 
des prifmes. 

izo. Les pyramides étant le tiers des prifoles de 
nrâne bafe & de même hauteur , elles font comme ce* 
jüfmes : & par conféquent tout ce que l’on vient de dire 
dans les deux Théorèmes & leurs Corollaires , con- 
vient aux pyramides. Il en eft de même des cônes com- 
parez entr'eux ou avec les pyramides -, puifqu’ils font le n 
tiers des cylindres de même bafe & de même hauteur , 
comme les pyramides font le tiers des prifmes. On peut 
donc dire , par exemple , que les pyramides qui ont 
même ba(è ou des bafes égales font entr’elles comme 
leurs hauteurs , & que celles qui ont même hauteur 
font comme leurs bafes. C’eft la même chofe pour les 
çoncs. 

Nous 


- Digitized by Google 


L I V R ■ T R C I S I E* M B. 

Nous allons parler à préfent des rapports que l'on 
peut connoître en confideram les trois produifan* des 
ïblides. 

THEOREME III. 
il i. Deux foliées [ont en ratjon < ompofee des trois pro- 
duifans de l’un aux trots produifans de l'autre. 

Démonstration. 

Si on prend deux lolides , par exemple , deux priâ- 
mes , on peut confiderer les trois produifans de l'un 
comme les antécedens de trois raifons , dont les pro- 
duifans correfpondans de l'autre font les conféquens. 
Or le premier prifme eft égal au produit des trois anté- 
cedens , & le fécond prifme eft égal au produit des con- 
fequens : donc la raifon de ces deux prifmes eft compo- 
fée des trois raifons des produifans de l’un aux produi- 
fans de l’autre. Ce qu'il falloit démontrer. 
Corollaire I. 
m. Si les trois produifans d’un folide font propor- 
tionnels aux trois produifans d’un autre folide , ces 
corps font en raifon triplée des produifans du premier 
à ceux du fécond : car on vient de démontrer que la 
raifon de deux folides eft compofée des trois raifons des 
produifans de l’un aux produifans de l’autre. Or on 
fuppofe dans ce Corollaire que ces trois raifons font 
égales ; ainfi la raifon des deux folides eft triplée , puis 
qu’elle eft compofée de trois raifons égales. 

115. Remarquez qu’au lieu de dire que les folides 
dont les produilans font proportionnels , font en rai-» 
Ibn triplée des trois produifans de l’un aux trois pro- 
duilàns de l'autre , on pourroit dire , que ces folides 
font en raifon triplée d’un produ:fant d’un folide au 
produifant correfpondant de l'autre : car les trois rap- 
ports des produifans du premier folide aux produifans 
du fécond étant égaux , la raifon triplée de ces trois 
rapports eft la même chofe que la raifon triplée d’un 
fèul ( 108 ). 

II. Partie. Q 
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Corollaire II. 

124. Si les trois produifans d'un folide font encore 
fuppofez proportionnels aux trois produifans d'un autre 
folide , ces deux corps font entr’eux comme les cubes 
des pi'oduifans correfpondans , par exemple , des hau- 
teurs : car par le Corollaire précédent 8 c fa remarque , 
la raifon de deux corps qui ont les produifans propor- 
tionnels eft triplée du rapport des produifans corref- 
pondans , par exemple , des hauteurs. Or la raifon qui 
eft entre les cubes des hauteurs eft auftî triplée du rap- 
port des hauteurs ( 109 ) : donc la raifon qui eft entre 
deux corps dont les produifans font proportionnels , eft 
égale à celle des cubes des produifans correfpondans. 

Corollaire III. 

1 2 6 . Les folides femblables font en raifon triplée 
des trois produifans de l'un aux trois produifans de 
l'autre : ils font auftî entr’eux comme les cubes des 
produifans homologues. C'eft une fuite évidente des 
deux corollaires précédons , puifque les corps fembla- 
blcs ont les produifans homologues proportionnels (no). 

Corollaire IV. 

117. Puifque les produifans correfpondans de deux 
corps femblables font proportionnels aux cotez homo- 
logues de ces corps , 8 c généralement aux lignes fem- 
blablement tirées ( 1 i 1 ) ; il s'enfuit que les corps fem- 
blables font en raifon triplée des lignes femblablement 
tirées , ou comme les cubes de ces lignes. 

Corollaire V. 

128. Les fpheres font en raifon triplée de leurs dia- 
mètres , ou comme les cubes des diamètres. C'eft une 
fuite évidente du precedent Corollaire , parce que les 
fpheres font des corps femblables % 8 c que d’ailleurs les 
diamètres font des lignes femblablement tirées. Si on 
veut une démonftration particulière de ce Théorème , 
en voici une : 
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Nous avons vû que pour avoir la folidicé d'une fphe- 
re , il faut multiplier la furface par le tiers de Ton rayon 
('ioj).Or la furface de la fphere eft égale au produic 
du diamctre par la circonférence d’un grand cercle 
(j8.) -, donc les trois produifans de la fphere font la 
circonférence d’un grand cercle , le diamètre 8 c le tiers 
du rayon. Si donc on compare deux fpheres , il eft évi- 
dent que les produifans de Tune font proportionnel 
aux produifans de l’autre ; par conféquent ces fpheres 
font entr’elles en raifon triplée des diamètres , ou com- 
me les cubes des diamètres : par exemple , fi le diamètre 
d’une fphere eft d’un piedj 8 c que le diamètre d’une 
autre fphere foit de deux pieds } la première de ces 
fpheres eft à la fécondé , comme i eft à 8. ( Ces deux 
nombres font les cubes de i & 2 . ) De même Ci les dia- 
mètres de deux fpheres font comme 3 & y , ce s fpheres 
font entr’elles comme les cubes de ces nombres , c’eft-, 
à-dire , comme 27 eft à ny. 

129. On peut voir par-là , quel eft le rapport de la 
terre au Soleil , en fuppofant que l'on connoît le rap- 
port de leurs diamètres : car le diamètre de la terre étant 
à celui du Soleil à peu-près comme 1 eft à 1 00 , il s’en- 
fuit que la foîidité de la terre eft à celle du Soleil com- 
me 1 eft à 1000000 , c'eft-à-dire , que le Soleil eft un 
million de fois plus gros que la terre. Pareillement le 
diamètre de la terre étant prefque à celui de la Lune , 
comme 4 eft à 1 , la terre eft environ 64 fois plus 
grande que la Lune. Je dis environ , pafee que le dia- 
mètre de la terre n’étant pas tout-à-fait 4 fois plus grand 
que celui de la Lune , la terre n’eft pas non plus 6 4 
fois plus grande que la Lune. 

Selon M. de la Hire dans fes tables aftronomiques , 
le diamètre de la terre eft à celui de la Lune comme 
1 1 1 eft à 5 3 , ou comme 1 1 eft à 3 5 & par confequent 
la terre eft à la Lune comme le cube de 1 x eft au cube 
de 3 ; c'eft-à-dire > qu'elle eft à peu-près 49 fois plus 
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grolfe que la Lune , en fuppofànt ce rapport des dia- 
mètres de la terre & de la Lune , dont le lèrt M. de 
la Hire. 

i j c. Ce rapport des fpheres paroît alTez fiirprenant ; 
nous allons ajouter un autre exemple du rapport des 
corps femblables qui ne le paroîtra pas moins. Si on 
compare un pied cubique avec un pouce cubique , la 
èiautcur du premier corps étant à celle du fécond , 
comme 12 eftà 1 , leurs foliditez feront entr 'elles com- 
me le cube de u , qui eft 1718 , eft au cube de 1 : 
afnfi un pied cubique contient 1718 pouces cubiques. 

13t. Remarquez que dans la comparaifon de deux 
fpheres , il y a beaucoup de différence entre le rapport 
des circonférences des grands cercles ; celui des fur faces 
de ces fpheres & celui de leurs foliditez : car 1 0 . Les 
circonférences des grands cercles font cntr’elles comme 
les diamètres. 2 °. Les furfaces de ces fpheres font en 
raifon doublée de leurs diamètres, ou comme les quar- 
rez de ces diamètres. 3 0 . Enfin leurs foliditez font en 
raifon triplée, ou comme les cubes des mêmes dia- 
mètres. 

On au roit pû mettre dans ces rapports , les rayons à 
la place des diamètres , parce que les rayons font com- 
me les diamètres. 

131. Il paroît par ce qu’on vient de dire que les 
furfaces des fpheres , n’augmentent pas dans la mémo 
proportion que leurs foliditez ; puifque les furfaces 
n’augmentent que comme les quarrez des diamètres : 
au lieu que les foliditez croilfent comme les cubes de 
ces diamètres: fuppofons , par exemple, deux globes, 
dont l’un ait 1 o pouces de diamètre , & l’autre un pou- 
ce : la furface du premier fera feulement 1 co fois plus 
grande que celle du fécond ; parce que le quarré de 10 
eft 100 : mais le cube de 1 o étant 1 000 , la folidité du 
premier globe fera icoo fois plus grande que celle du 
fécond. Il faut dire la même choie de tous les corps 
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femblables , puifque leurs furfaces ne font entr’elles 
que comme les quarrez des lignes ou des cotez homo- 
logues , & que leurs foiidicez font comme les cubes de 
ces mêmes lignes. *. • 

135. On peut conclure de-là que il on compare des. 
corps femblables , les gros ont moins de furface à pro- 
portion que les petits : ainfi le globe qui a 10 pouces de 
diamètre , a moins de furftee à proportion que celui 
qui n'a qu’un pouce : car afin que le premier globe eût- 
autant de furface à proportion que le fécond , il fau-. 
droit que le premier ayant mille fois plus de foiilité 
que l’autre , eût aufli mille fois plus de furface. Or il 
n’a cependant que cent fois plus de fuperficie que le fé- 
cond > comme on vient de le prouver. 

1 34. Dans le Théorème fuivant, nous comparerons 
la (olidité de la fphere avec celle du cylindre circonfcrit : 
c’eft par le moyen des produifans de l’un &c l'autre; 
corps, que nous démontrerons leur rapport. Nous avons 
déjà les produifans delà fphere ( 128). Pour conr.o;rre 
ceux du cylindre circonfcrit , il faut faire attention que 
la lolidité de ce cylindre cfk égale au produit de fa bafe 
par fa hauteur , qui cil un diamètre ; d’ailleurs la bafe 
qui eft un grand cercle de la fphere eft égale ( Liv. IL 
Art. 146. ) au produit de la moitié de la circonférence 
par le rayon , ou ce qui eft la même chofè , au produit 
de la circonférence par la moitié du rayon ; par confé- 
quent les trois produifans du cylindre circonfcrit , font 
la circonférence d'un grand cercle de la fphere > le dia- 
mètre ôc la moitié du rayon. 

Theoreme IV. 

1 3 3 . La fohere eft nu cylindre c'trcovf rit , comme 1 eft 
a 3 , c eft -à-aire , qu’elle eft les deux tiers du cylindre. 

Les Géomètres expriment le rapport du cylindre à la 
fphere inferite , en difant que le cylindre eft à la fphere 
en rai Ion fefquinltere ; c’eft-à-dire , que le cylindre con- 
tient la fphere une fois & demi. 

Oiij 
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Démonstration. 

Les trois produifans de la fphere font , comme on i’a 
fait voir dans la démonftration du cinquième Corol- 
laire , la circonférence d’un grand cercle , le diamètre 
& le tiers du rayon : & les trois produifans du cylindre 
circonfcrit , font , comme on vient de le dire , la cir- 
conférence j le diamètre & la moitié du rayon. Il y a 
donc deux produifans de la fphere, qui font les mêmes 
que ceux du cylindre , fçavoir , la circonférence & le 
diamètre ; par confequent ces deux corps font comme 
les produifans inégaux , c’eft-à-dire , comme le tiers du 
rayon eft à la moitié du rayon. Or fi on double ces 
deux termes , le même rapport fubfiflera , & on aura les 
deux tiers du rayon , &, le rayon entier ; ainfi la fphere 
eft au cylindre circorifcrit comme les deux tiers du rayon 
font au rayon entier ; donc la fphere eft les deux tiers 
du cylindre circonfcrit. Ce qu’il falloir démontrer. 

Corollaire. 

13 6. La fphere eft le double du cône qui a même 
bafe& même hauteur que le cylindre circonfcrit , ou , 
cc qui eft la même chofe , qui a pour bafè un des grands 
cercles de la fphere , & pour hauteur le diamètre : car 
on fçait que le cône n’eft que le tiers du cylindre -, mais 
d’ailleurs on vient de faire voir que la fphere eft les 
deux tiers du même cylindre ; donc la fphere eft le dou- 
ble du cône. 

THEOREME V. 

137. La fphere eft au cube circonfrit comme la Jtxleme 
partie de la circonférence efl au diamètre. 

Démonstration. 

Les trois produifans de la lphere font la circonfé- 
rence , le diamètre , le tiers du rayon ou la fîxiéme par- 
tie du diamètre : mais à la place de la circonférence en- 
tière & de la fîxiéme partie du diamètre , on peut pren- 
dre le diamètre entier , & la fîxiéme partie de la cir- 
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conférence ; & pour lors les crois produifans delà fphere 
feront deux diamètres , & la fixiéme partie de la circon- 
férence : mais les produifans du cube circonfcric font 
trois diamètres ; la fphere & le cube ont donc deux pro- 
duilans communs , fçavoir , deux diamètres de part fi c 
d’autre ; par conféquent le premier de ces corps eft au 
fécond , comme la lïxiéme partie de la circonférence , 
qui eft le troifiéme produifant de la fphere, cft au dia- 
mètre qui eft le troifiéme produifant du cube. 

Dans cette démonftration , à la place de la circonfé- 
rence entière fie de la fixiéme partie du diamètre , on a 
pris le diamètre entier Se la fixiéme partie de la circon- 
férence j fié on a fuppofé que le produit étoic le même : 
c’eft ce qui paroîtra d’abord en défignantees grandeurs 
par des lettres. Car la circonférence foie 6 a fie le diamè- 
tre 6 b , la fixiéme partie du diamètre fera b \ par con- 
féquent le produit de la circonférence par la fixiéme par- 
tie du diamètre fera Cab : d’ailleurs la fixiéme partie de 
la circonférence fera a ; ainfi le produit du diamètre' 
par la fixiéme partie de la circonférence fera 6 b a , ou 
Cab. Donc ces deux produits font égaux. 

1 38. La circonférence étant au diamètre à peu-près 
comme u à 7 , ou comme 66 eft à z 1 , la fphere eft 
prefque au cube circonfcrit, comme la fixiéme partie de 
66 eft à 2 1 , ou comme j 1 eft à 21. 

Si on veut avoir un rapport plus approchant du vé- 
ritable , il faut prendre celui de 3 3 3 à 106 ou de 666 à 
212, qui eft le même , parce que ces deux derniers nom- 
bres font les produits des deux premiers multipliez par 
2 : la fphere eft donc au cube circonfcrit au moins com- 
me 1 1 1 , qui eft la fixiéme partie de 666 eft à 212. J’ai 
dit att moins , parce que le rapport de 533a 1 06 eft un 
peu moindre que la raifon de la circonférence au dia- 
mètre : mais il en approche de bien près : car fi on le 
fervoit de ce rapport pour trouver la circonférence d’un 
cercle dont on connoît le diamètre , il ne s’en faudrojit 
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par la 37000™* partie du nombre trouvé» que ce nom- 
bre n’égalât la circonférence cherchée : c’eft-à-dire , que 
fî on ajoùtoit au nombre trouvé la 37000™* partie de 
ce nombre , la fbmme ftroit plus grande que la cir- 
conférence. 

1 40. On trouvera par la méthode de la démonftra- 
tion précédente que le cylindre circonfcrit à une fphere » 
eft au cube circonfcrit à la même fphere , comme la qua- 
trième partie de la circonférence eft au diamètre. 

PROBLEME I. 

1 4 < 5 . Trouver la folidité d’une fphere dont on connolt le 
diamètre. 

Cherchez la furface de la fphere , comme on l’a enfei- 
gné (76) : enfuite multipliez cette furface par le tiers du 
rayon , le produit fera la folidité que l’on cherchoit 
(ioz) : par exemple , file diamètre d’une fphere eft de 
, 300 pieds , il faut chercher la furface que vous trouve- 
rez de z 8 18 J7 pieds quarrez» plus -I en fuppofant le 
rapport de la circonférence au diamètre égal à celui de 
a z à 7. Si vous multipliez cette furface par 50 , qui 
eft le tiers du rayon , le produit fera 1414Z857 pieds 
cubiques , plus - de pied cubique ; c’eft à peu-près la 
folidité de la fphere , dont le diamètre eft de 300 pieds. 

Si on avoir ftippofé le rapport du diamètre à la cir- 
conférence, égal à celui de 113 à 355» on auroit 
trouvé d’abord Z8Z743 —ti. pour la furface du globe , 
laquelle étant multipliée par 50 , le produit auroit été 
14137168 -j-iy • ce produit approche plus de la folidité 
du globe qui a 300 pieds de diamètre que le premier 
produit 14 14a 8 J7— . 

On peut encore fc fervir d'une autre méthode pour 
trouver la folidité d’une fphere ; cette méthode eft fon- 
dée fur ce que le rapport des fpheres eft égal à celui 
des cubes des diamètres 3 elle fuppofe que l’on connoît 
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la folidité de quelque fphere : par exemple , celle de la 
fphere , donc le diamètre eft de 1 oo pieds , que l'on 
trouve par la première méthode être de 513598 pieds 
cubiques plus yyy. ( Je fuppofe qu'on Te fcrt du rap- 
port de 1 1 3 à 3 j 5. ) Cela pofé , afin de trouver la lôli- 
dité d'une fphere de 300 pieds , il faut faire une pro- 
portion dont le premier terme foie 1000000 cube de 
100 , qui eft le diamètre de la fphere dont on connoît 
la folidité , le fécond foit 17000000 cub de 300 , qui 
eft le diam tre de la fphere dont on cherche la folidité , 
ôc le troifiéme terme foit 51 3 599 , qui eft la folidité de 
la fphere qui a 1 00 pieds de diamètre. ( Nous prenons 
513599 au lieu de 513598 i-li ? afin d'éviter le calcul 
des fractions. ) Le quatrième terme de cette proportion 
iêra la folidité de la fphere dont le diamètre eft 300. 
Voici la proportion, 1000000.17000000:: 52 3 599. 
14137173 pieds cubiques. Ce quatrième terme eft un 
peu plus grand que 14157168 qu'on avoir trouvé 
d'abord, parce que l’on a pris5i 3 599 pour troifiéme 
terme au lieu de 513598 jyy, 

147. Remarquez que la folidité du globe qui a 300 
pieds de diamètre eft moindre que 14142857 ÿ- & 
même que 14137168 parce que le rapport de la 

circonférence au diamètre eft moindre que la raifon de 
zi à 7 , &c que celle de 355 à 115. Mais fi dans la 
féconde méthode on avoir pris pour troifiéme terme 
de la proportion 525598 à la place de 523 599 , le 
quatrième terme auroit été trop petit & plus différent 
de la vraie folidité qu'on'i cherche , qu’en prenant 
5 2. 5 5 9 9 j parce que ce nombre 523599 approche plus 
de la folidité du globe qui a 1 00 pour diamètre , que le 
nombre 51 3 598. 


\ 


Digitized by Google 



1 1 S Elemens de Géométrie. 

PROBLEME IL 

148. Trouver la folidité d'un prifme , par exemple , 
d'un ouvrage de maçonnerie qui ait 1 6 toifes 4 pieds 8 
pouces de longueur , t toifes 3 pieds d'épa/Jfeur , & 7 toi- 
fes z pieds de hauteur. 

Réduifez ces trois dimenlîons à la plus petite efpece 
qui eft le pouce , lequel effc contenu 1 z fois dans le pied 
& 71 fois dans la toifo , parce que la toife vaut iîx 
pieds , vous trouverez que la longueur eft de 1 zo8 pou- 
ces , l'épaiflèur de 1 80 & la hauteur de jz 8. Après cette 
réduction , multipliez ces trois nombres l'un par l'au- 
tre , & vous trouverez au produit 1 14808310 pouces 
cubiques qui font la folidité du corps. 

Si on veut fçavoir combien ce nombre de pouces cu- 
biques contient de toifes cubes , il faut le divifer par 
373148 , parce que ce dernier nombre étant le cube de 
71 , marque combien la toife cubique contient de pou- 
ces cubiques; on trouvera au quotient 307 , & le relie 
air 184 qu'il faut divifer par 1718 cube de iz, afin 
d'avoir le nombre des pieds cubiques contenus dans ce 
refte; le quotient de cette fécondé divifion fera 118 
fans aucun refte. Par conféquent 114808310 pouces 
cubiques valent 307 toifes cubes & 118 pieds cubes. 

fin des Elemens de Gcometrie. 
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DE LA TRIGONOMETRIE. 

L A Géométrie Ce divife en deux parties, qui font 
la Géométrie fpeculative 8c la pratique. La pre- 
mière confidere les différens rapports de l'éten- 
due fans propofer aucune règle , foit pour tirer des li- 
gnes &c faire certaines figures , foit pour mefurer l’éten- 
due : la fécondé , qui eft la Géométrie pratique , donne 
ces fortes de réglés, & démontre qu’elles font infaillibles : 
la première confifte toute en Théorèmes -, la fécondé ne 
propofe que des Problèmes. On a traité ces deux par- 
ties dans les Elémens de Géométrie , en donnant des 



Théorèmes , & enfuite des Problèmes. 

La Géométrie pratique contient trois parties : fçavoir , 
la longimétrte , la plammétrie , & la fiereométrie ; la pre- 
mière enfeigne à mefurer les lignes \ la fécondé apprend 
à mefurer les furfaces ; &c la croifiéme à mefurer les 
corps ou folides. Ce que nous avons dit dans les Elé- 
mens de Géométrie fuffit pour la mefure des furfaces 
8c des folides , en fuppofanc qu’on connoît la longueur 
des différentes lignes qu’il faut multiplier pour avoir les 
furfaces 8c lçs foliditez : mais il eft fouvent nécefTairc 
de recourir à la Trigonométrie pour connoître la lon- 
gueur des lignes. 

La Trigonométrie eft une partie de la Géométrie , ^ ^ 
qui enfeigne à connoître les cotez 8c les angles d’un 
triangle dont on connoît déjà deux angles 8e un côté , 
ou deux cotez & un angle , ou enfin les trois cotez. 

i. Comme il y a des triangles fphériques 8c des trian- 
gles reélilignes , on divife la Trigonométrie en deux 
parties , dont l'une traite des triangles fphériques , on 
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l’appelle Trigonométrie fphérique ; & l’autre confie! ere les 
triangles rectilignes , on l’appelle pour ce fu jet Trg°- 
nométrie rectiligne : la première regarde les Aftronomcs ; 
la féconde eft néceîfaire dans une infinité d’occafions ; 
c’eft pourquoi nous allons en donner un Traite , (ans 
parler de la Trigonométrie fpbérique , qui n’eft pas de 
notre defïèin. 

Mais comme dans la Trigonométrie on fè fert des 
finus , des tangentes & des fécantes, il eft néceflaire de 
traiter au long de ces lignes , dont nous n’avons donné 
que des notions très-courtes dans les Elémens de Géo- 
métrie ; & après cela nous expliquerons d’une maniéré 
générale , & par quelques exemples comment on peut 
trouver ces différentes rnefures pour tous les angles & 
pour les arcs qui leur font égaux. 

5. La méthode de trouver ces rnefures ; c’eft à-dire , t 
les finus , les tangentes & les fécantes des angles ou des 
arcs , s’appelle confrulîion des tables des finus , des tan- 
gentes & des fécantes , parce qu’après avoir trouvé les 
finus des différens angles , on en a conftruit des tables, 
dans lefquelles on a placé ces finus à côté des angles 
dont ils font la mefure. On a faic la même chofe par 
rapport aux tangentes & aux fécantes. 

4. Le finus d’un arc eft une ligne tirée de. l’extrémité 
de cet arc perpendiculairement fur le rayon ou le dia- 
mètre qui pafte par l’autre extrémité du même arc : cette 
ligne eft auffi le finus de l’angle mefuré par l’arc : par 
1. exemple , le finus de l’arc GA eft la ligne GH tirée de 
l’extrémité G de cet arc perpendiculairement fur le rayon 
CA , ouïe diamètre B A qui pa(Te par l'autre extrémité 
A du même arc : cette ligne GH eft auffi finus de l’an- 
gle GCA dont l’arc GA eft la mefure. De même la ligne 
EF eft finus de l’arc EA & de l’angle ECA. Pareillement 
la ligne GL eft finus de l’arc GD & de l’angle GCD. 

j Le finus de l’arc DA , qui eft le quart de la cir- 
conférence , eft le rayon PC tiré de l’extrémité D per- 
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jpendiculairement fur le rayon CA qui parte par l’autre 
extrémité A de l’arc. Le rayon DC eft aufïi le finus de 
l’angle droit DCA mefuré par l’atc DA ; ainrt le fin us 
d’un angle droit eft le rayon ; on l'appelle finus total. 

6. Remarquez que le finus d’un angle eft aulli finus 
de Ton fupplémenc : par exemple, GH eft non- feule- 
ment finus de l'angle GCA , mais aufli de l’angle GCB , 
qui eft le fupplément du premier. De même EF eft finus 
de l’angle ECA & de fon fupplément ECB. C’eft la mê- 
me chofe pour les arcs qui font les mefures de ces an- 
gles ; en forte que GH eft finus de l’arc GA & du fup- 
plément GDB. Pareillement EF eft finus de EA & de 
EDB. 

Cette remarque eft une fuite de la définition du finus : 
car afin d’avoir le finus de l’angle GCB ou de l’arc GDB , 
il faut tirer du point G , qui eft l’extrémité de l’arc , une 
perpendiculaire fur le diamètre AB , lequel paflè par 
l’autre extrémité de l’arc. Or on ne peut tirer du point 
G d’autre perpendiculaire fur ce diamètre que la ligne 
GH , qui eft finus de l’arc GA ; ainfi la perpendiculaire 
GH eft finus des deux arcs GA & GDB , ou des angles 
GCA & GCB , qui font fupplément l’un de l'autre. 

7 . Il paroît donc qu’un angle obtus n’a point d’autre 
finus que celui de l’angle aigu qui eft fon fupplément e 
& de même par rapport aux arcs , celui qui eft plus 
grand qu’un quart de circonférence a le même finus que 
l’arc qui eft fon fupplément , lequel eft moindre que le 
quart de la circonférence. 

8 . Le finus d’un angle ou d’un arc étant prolongé 
jufqu’à la rencontre de la circonférence , il en réfulte 
une corde , laquelle eft perpendiculaire fur le rayon quï 
aboutit à l’extrémité de l’arc j par exemple , fi on pro- 
îongeoit la ligne GFL, finus de l’arc GA jufqu’à la ren- 
contre de la circonférence , ce feroit une corde perpen- 
diculaire au rayon CA. Or je dis que le finus GH eft 
h. moitié de cette corde , & que l’arc GA eft aulfi la moi- 
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tié de l’arc ioutenu par la corde ; car cette corde étant 
perpendiculaire au rayon CA par l’hypothefe , le rayon 
lui eft auffi perpendiculaire , & par conféquent la corde 
& l’arc font chacun coupez en deux parties égales ( Liw 
I. Art. 1 05) .-donc le finus GH eft la moitié de la corde, 
&c l’arc GA eft aulTi la moitié de l'arc Ioutenu par la 
corde. ‘ 

9. On peut donc dire que le finus d’un arc eft la 
moitié d’uue corde qui loutient un arc double , par 
exemple , GH finus de l’arc GA eft la moitié d’une corde 
qui foûtient un arc double de GA. Cette fécondé défini- 
tion du finus nous fervira dans la fuite. 

1 o. Remarquez que le finus d’un arc moindre que le 
quart de la circonférence , devient d’autant plus grand 
que l’arc augmente : par exemple le finus de l’arc EGA 
eft plus grand que celui de l’arc GA ; en forte que le 
finus du quart de la circonférence eft plus grand que 
tous les autres ; c’eft pour cela qu’on l’appelle finus total. 
Quant aux arcs qui furpalïènt le quart de la circonfé- 
rence , il eft vifible que fi l’on compare deux de ces 
arcs , comme GDB & EDB , celui qui eft le plus grand 
a un moindre finus : car ces arcs n’ont point d’autres 
finus , que ceux de leurs fupplémens. Or le plus grand 
des deux arcs ; Içavoir , GDB , a un moindre fupplé- 
rnent que l’autre ; par conféquent il a auffi un plus petit 
finus ; ainfi iorfque les arcs furpaflènt le quart de la cir- 
conférence , les finus font d’autant plus petits que les 
arcs font plus grands. Tout cela doit être appliqué aux 
angles ; ainfi plus les angles aigus font grands , plus 
leurs finus font grands ; & au contraire plus les angles 
obtus font grands , plus leurs finus font petits. 

1 1. Mais quoiqu’il foit vrai que plus un angle aigu 
ou l’arc qui en eft la mefure eft grand , plus auffi ion 
finus eft grand ; cependant les finus n’augmentent pas 
dans la même raifon que les angles aigus ou leurs arcs ; 
en forte que fi un arc eft double d’un autre , le finus 
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du premier n’eft pas pour cela double de celui du fé- 
cond : car nous avons remarqué ( Liv. II. Arr. 99.) que 
les cordes ne font pas proportionnelles aux arcs qu’elles 
foûtiennent. Or les linus font moitié des cordes ; par 
coniequent les finus ne font pas proportionnels à leurs 
arcs ou à leurs angles. 

xz. Le finus dont nous avons parlé jufqu’à préfont, 
s'appelle finus droit ; on diftingue encore une autre et 
pece de lînus qu’on appelle Jînus verfe ; pour entendre ce 
que c’cft que ce linus , il faut recourir à la première dé- 
finition du lînus droit : nous avons dit que le lînus droit 
d‘un arc étoit une ligne tirée de l'extrémité de l’arc per- 
pendiculairement fur le rayon ou le diamètre qui palTe 
par l’autre extrémité. Or fi on prend fur le diamètre la 
partie comprife entre le finus droit & l’arc , ce fera le 
finus verfe de l’arc : par exemple , l'arc GA dont le finus 
droit eft GH , a pour finus verfe la partie HA du diamè- 
tre. De même le finus verfe de l’arc EGA & de l’angle 
ECA eft la partie FA du diamètre. 

1 5. De-là il fuit que le finas droit d’un arc de 90 
degrezou de l’angle droit, eft égal à fon finus verfe, 
parce que l’un & l'autre eft rayon du cercle : par exem- 
ple , le finus droit de l’arc DA eft le rayon DC , & fo» 
finus verfo eft l’autre rayon CA. 

14. Nous avons obfervé que le finus droit d’un angle 
aigu étoit auflî le finus droit de l’angle obtus qui eft 
fon fiipplement : il n'en eft pas de même du finus verfe ; 
par exemple , le finus verfo de l’angle aigu GCA ou de 
ion arc GA eft HA : mais le finus verfo du fupplément 
GCBou de fon arc GDB eft la partie HB comprife en- 
tre le finus droit & l’arc GDB. 

Lorlqu’on parle du finus d'un angle ou d’un arc , fans 
Spécifier le finus droit ou le finus verfo , il faut toujours 
entendre le finus droit. 

Nous allons donner les notions des tangentes & des 
Xecantes. 
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Fig. i. 15. Üne ligne , comme AF , tirée perpendiculaire- 
ment de l'extrémité du rayon CÂ 6c terminée de l'autre 
coté par le rajon prolongé CHF , eft appellée tangente 
de l’arc AH compris entre ces deux rayons , ou de l’an- 
gle ACH ; le rayon prolongé CHF , terminé par la tan- 
gente , eft appellé fecmte du même arc 6c du même 
angle. Pareillement AE eft tangente de l’angle ACE , 
& de l’arc AG ; 6c CE en eft la fécante. 

16. Pour avoir la tangente de l’angle droit ACD, 
il faudroit prolonger le rayon CD & la tangente AF, 
jufq u’à ce que ces deux lignes Ce rencontraient : mais 
comme elles font toutes les deux perpendiculaires au 
rayon CA , elles ne fe rencontreroient jamais ; c'eft 
pourquoi la tangente d’un angle droit , ou de fon arc 
eft infinie. Par la même raifon la fécante de l’angle 
droit eft aufti infinie. 

1 7. Comme le finus d'un angle eft aulü finus de fon 
fupplément , de même la tangente d’un angle ou d’un 
arc eft aufti tangente de fon fupplement ; en forte qu'un 
angle obtus , tel que HCB , n’a pas d’autre tangente 
que celle de l’angle aigu qui eft fon fupplément. Il faut 
dire la même chofc des fécantes. 

l 2 ‘ 1 8. Dans un triangle rcéhngle , comme CAB , ü on 
prend un des cotez de l’angle droit pour rayon du cer- 
cle , l’autre côté de l’angle droit eft la tangente de l’an- 
gle oppofé , & l’hypotenufe eft la fécante du même an- 
gle : par exemple , fi on prend le côté BA pour rayon , 
enforte qu’on conçoive un arc décrit du point B comme 
centre, & de l’intervalle du côté BA ; il eft évident 
que l’autre côté AC de l’angle droit eft la tangente de 
l'angle B ; & que l’hypotenufe BC eft la fécante du mê- 
me angle. Pareillement fi on prend le côté CA pour 
rayon du cercle , & que l’on conçoive un arc décrit du 
point C , &c de l’intervalle CA , l’autre côté AB fera 
la tangente de l’angle C , & l’hypotenufe CB fera la 
fécante du même angle, 

19, Remarque^ 
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19. Remarquez qu'il ne s’enfuit pas de ce que nous 
venons de dire que deux angles diifèrens tels que B 8c 
C , aient la même fécantc. Il eft bien vrai que nous 
avons dit que l’hypotenufé BC ou CB étoit fecance de 
l'un & de l’autre de ces deux angles ; mais c’eft en fup- 
pofant diflférens rayons ; fçavoir , BA & enfuite CA. 
Or il eft évident que fi l’on fuppofc les deux lignes BA 
& CA divifées en un égal nonibre de parties aliquotes , 
celles de B A feront plus perites que c lies de CA , 8c 
par conféquent l'hypotenufe BC contiendra plus de 
parties du rayon BA , qu'elle n’en contiendra du 
rayon CA C’eft pourquoi la ligne BC aura un plus 
grand nombre de parties étant fécante de l’angle B , 
que fi elle étoit fécante de l’angle C ; en forte que fi 
l'angle B eft , par éxemple , de y y degrez , & l’angle 
C de 3 y ; on trouvera en fuppofant le rayon divifé en 
1 0000000 parties égales , que l’hypotenufe CB en con- 
tiendra 17434468 confiderée comme fécante de l'an- 
gle B ; & qu’elle n’en contiendra que 11107746 étant 
regardée comme fécante de l’angle C : cela paroît par 
les tables des fmus. 

Quoique notre delTein ne foit pas d’entrer dans les 
calculs des (inus , des tangentes & des fécantes ; ce- 
pendant nous ferons les réflexions 8c les remarques 
fuivantes , tant pour en faire connoîrre l’ufage , que 
pour faire concevoir d’une maniéré générale comment 
on peut découvrir ces mefures des angles par le moyen 
du calcul. 

z o. On fuppofe le finus total ou le rayon de quel- 
que cercle que ce foit , grand ou petit , divifé en 
ï 00000 , ou même en 1 0000000 parties égales , en 
forte que l’on conçoit le rayon d’un petit cercle di- 
vifé en autant de parties que le rayon d'un grand 
cercle j de même que l’on fuppofe la circonférence de 
tout cercle divifé en 3 60 degrez j 8c on cherche enfuite 
combien les autres fmus qui font tous moindres que le 
JL Partit. P 
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finus total , contiennent de parties égales à celles du 

rayon. 

' il. Puifque le rayon de tout cercle eft diviie en au- 
tant de parties égales , il faut que les- parties d'un pe- 
tit rayon foient moindres que les parties d'un grand : 
c’eft pourquoi les tables des finus dans lefquelles on 
trouve combien chaque finus contient de parties à 
proportion du rayon , ne font pas connoître la gran- 
deur abfolue de ces finus ; mais feulement leur gran- 
deur relative; c’eft-à-dire, le rapport qu'ils ont en- 
tr’eux : par exemple , quoique l'on trouve que le finus 
d’un angle de }o degrez , foie de yoooo parties , com- 
me nous l'allons voir , en fuppofant le rayon divilé en 
iooooo parties , on ne fçiit pas pour cela quelle eft 
la grandeur réelle de ce finus ; en forte qu’on puiftè 
dire qu'il a trois pieds , quatre pieds , Sic. Mais on fçait 
quel eft fen rapport avec les autres finus ; on connoît , 
par exemple , que le finus de trente degrez eft la moi- 
tié du finus de l’angle droit ; puifque le premier eft 
de yoooo parties, & l'autre de iooooo. Il en eft des 
finus comme des arcs : on ne connoit pas la grandeur 
abfolue des arcs , quoique l’on connoiftè le nombre 
des degrez qu'ils contiennent ; ainfi , quoique l’on fça- 
che qu’un arc eft de zo degrez , on ne fçait pas pour 
cela combien il a de pouces ou de pieds , à moins que 
l’on ne connoiftè d’ailleurs la grandeur abfolue de la 
circonférence. 

z z. Mais quoiqu’on ne connoiftè pas la grandeur 
abfolue des finus , cela n’empêche pas qu’on ne puiftè 
trouver la grandeur abfolue des çôtez d’un triangle 
dont on connoît un côté & les angles : car fi dans un 
triangle on connoît deux angles & un côté , on trou- 
vera les finus des angles par les tables. Or les finus 
font proportionnels aux cotez oppofez aux angles, 
comme nous le ferons voir ; par conféqucnt fi le finus 
de l’angle oppofe au côté connu eft le double de l*au- 
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tre finus , le côté connu fera auffi le double du côté 
cherché : ainfi fi le côté connu eft de 50 toiles , le côré 
qu'on cherche fera de 25 toifcs. Il faut cire la même 
choie des tangentes & des fécantes. Ces réflexions iuf. 
filent afin de faire connoître l’ufage des finus : nous al- 
lons à prélént en faire quelques autres , & donner 
quelques remarques , pour faire concevoir comment 
on peut découvrir ces finus. 

i j. Il eft évident que les cordes font connoître les 
finus , puifque la moitié d’une corde eft toujours le 
finus de la moitié de l’arc foutenu par la corde (9) ; 
c’eft pourquoi afin de trouver les finus 3 on cherche 
les cordes des diftérens arcs. 

24. On toit d’abord qu^ le finus d’un angle ou d’un 
arc de jo degrez contient 50000 parties : car la cordc 
de l’arc de 60 degrez, qui eft un côté de l’exagone ré- 
gulier inferit , eft égal au rayoïVj comme on l’a dé- 
montré ( Liv. II. Art.. 100)} par conféquent cette corde 
contient 100000 parties ( nous fuppofons ici le rayon 
divifé feulement en 1 coooo parties égales. ) Or le finus 
de j 0 degrez eft la moitié de cette corde j ainfi il con- 
tient 50000 parties. - 

16. Remarquez que le Théorème fondamental tou- 
chant le quarré de l’hypotenufe eft d’un grand ufage 
dans la conftrnétion des tables des finus & dans la Tri- 
gonométrie , puifque par ce Théorème on peut tou- 
jours connoître le troifiéme côté d’un triangle reélan- 
gle , lorfqu’on connoît les deux autre? cotez j car fi on 
connoît les deux cotez qui comprennent l’angle droit , 
pour lors, afin de connoître l’hypotenufe , il faut pren- 
dre les deux quarrez de ces cotez 8c les ajouter enfem- 
ble , pour en faire une femme , de laquelle tirant la ra- 
cine quarrée , on aura l’hypotenuic cherchée : mais fi 
on connoifloit l’hypotenuie &' un des cotez qui for- 
ment l’angle droit , al faudroit ôter le quarré de ce 
côté , du quarré de l’hypoteniife , & tin r enluite la 

Pij 
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racine quarrée du refte ; cette racine feroit l’autre côté 
de l’angle droit. Suppofons donc que dans le triangle 
Fl S- 4 - CAB, le côté CA foit de 3 pieds, & l'autre côté AB 
de 4 j les quarrcz de ces nombres font 9 & 1 G , qui 
ajoûtez enfemblc font zy :1a racine quarrée de cette 
fomme , qui cft 5 , fait connoître que l’hypotenufe CB 
eft de 5 pieds. Si l'hypotenufe CB étoit connue avec un 
des cotez de l’angle droit , tel que CA , en forte que 
CB eût 5 pieds & CA en eût 3 , il faudroit ôter 9 
quarré de 3 , de 2 y quarré de 5 ; & le refte 16 feroit 
le quarré de l'autre côté AB ; ainfî le côté AB jfëroit 
de quatre pieds , parce que 4 eft la racine quarrée 
de 16. 

27. Il arrive prefque toû jours qu’on ne peut faire 
exactement l'extraCtiou de la racine quarrée ; parce 
qu'il refte ordinairement quelque chofe après l’opéra- 
tion -, de-là vient que la plûpart des finus , tels qu'on 
les trouve dans les lÉbles , ne font pas abfolument 
éxaCls : mais pour rendre l'erreur infenfible , on a fup- 
pofé le rayon divife en un grand nombre de parties : 
ce nombre eft ordinairement 10000000, Or il eft fa- 
cile de faire voir par un exemple , que quand on ne 
peut tirer exactement la racine , l'erreur eft moindre à 
\ proportion, lorfqu’on opéré fur un grand nombre, 
que lorfqu’on opéré fur un petit. Suppofons qu’on 
veuille tirer la racine quarrée de 10150 & celle de 
21 , on trouvera que celle de idyo eft ico , & que 
celle de z z eft 4 : mais ni l'une ni l'autre de ces racines 
11’eft éxaCte , il s'én faut à peu-près une unité. Or il eft 
évident que 1 eft moindre par rapport à 100 que par 
rapport à 4 , puifque 1 n’eft que la centième patrie 
de 100 , & qu’il eft le quart de 4. 

Fig. 1. 28. La remarque de l'article z 6 fert à trouver par 

le calcul le fînus d'un arc , lorfque l’on connoît le 
finus du complément de cet arç : par exemple , con- 
uoiffant GH finus de l'arc GA , que je fuppofe être de 
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30 degrez , voici comme je fais pour trouver GL , qui 
eit le finus de l’arc GD , complément du premier arc 
GA : dans le triangle rectangle CLG je connois deux 
cotez ; fçavoir , l’hypotenufe CG , <qui eft un rayon 
que je fuppofe de 100000 parties, &c le côté CL égal 
au finus GH, qui eft de 50000 parties; par conlé- 
quent fi du quarré de l’hypotenufe i 00000, j’ôte le 
quarré de 50000 , le relie fera le quarré du finus GL ; 
donc en tirant la racine quarrée de ce refie , on aura 
le finus GL. 

19. La même remarque peut encore fervir à faire 
voir comment on trouve par le calcul les tangentes Sc 
les fécantes des arcs dont on connoît les finus‘ Soit 
l’arc AD dont il faut trouver la tangente AB.& la fe- 
cante CB , en fuppofant que l’on connoît le finus DE. Fig- 4* 
Je confidere que dans le triangle reéfcangle CED , on 
connoît deux cotez ; fçavoir , le rayon CD qui eft l’hy- 
potenufe , & le finus ED ; par conféquent on trouvera 
facilement le troifiéme côté CE. Après quoi confidé- 
rant que ce triangle reétangle CED efl femblable au 
triangle re&angle CAB , à caufe de l’angle C qui efl 
commun , je ferai la proportion fuivante , CE. CA 
DE. AB , dont les trois premiers termes étant connus , \ 

je connoîtrai le quatrième par la rcgle de trois. On 
connoîtra la fécante CB en faifant ^ttc autre propor- 
tion CE. CA : : CD. CB , dont les trois premiers ter- 
mes font aufïi connus , puifque CD efl égal à CA. 

On a des tables des finus , des tangentes & des fé- 
cantes qui ont été faites & imprimées avec beaucoup 
d’éxaélitude , telles font celles de M. Ozanam de l’an- 
née 1685. Il ne nous refte plus que de montrer aux 
Commençans par quelques exemples la manière dont 
dn fè fert de ces tables. 

j o. Pour cela il faut obferver que la quantité de 
degrez eft marquée au haut de chaque page , & que les 
minutes font dans la première colomne à la gauche 
• »' P iij 
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cela pofé , fi on cherche le finus d’un angle de 3 6 de- 
grrz i 8 minures , il faut aller à la page au haut de la- 
quelle on trouvera j 6d , & chercher dans la fécondé 
coiomne , qui eft celle des finus , quel eft le nombre qui 
répond à la i 8®* min. on trouve que c’eft 5910 1 . 31: 
ce nombre eft le finus d’un angle ou d’un arc de 
3 6 d i8 m : la tangente du même angle eft le nombre 
73457. 30 , qui répond aullî à la 1 8 me minute dans la 
troiliéme coiomne. Enfin la fécante de cet angle eft le 
nombre 1 14080. 5 1 , qui répond encore à la 1 mi- 
nute dans la quatrième coiomne. 

3 1 . L’exemple qu’on vient de donner fait voir com- 
ment par le moyen des tables on peut trouver le finus 
d'un angle connu : mais il eft encore néceflaire de fçavoir 
comment on trouve un angle dont on connoît le finus ; 
fuppolez , par exemple , qu’on ait le finus 64411. 36, 
&c qu’on veuille fçavoir de quel angle il eft finus j il 
faut chercher ce nombre dans les colomnes des finus , 
comme on cherche les mots dans un Dictionnaire^ on 
trouvera qu’il répond à la fixiéme minute dans la page 
au haur de laquelle eft marqué le quarantième degré ; 
par conféquent ce nombre eft le finus d’un angle de 
40 d 6 minutes ; c’eft la même choie pour les tangentes 
& les fëcanres. 

31. Remarquez que les finus vont toujours en aug- 
mentant dans la jiige qui eft à gauche } au lieu qu’ils 
vont en diminuant dans la page qui eft à droite. Cela 
vient de ce que l'on a mis dans cette derniere page les 
angles qui font les complémens de ceux de la première j 
par exemple , l'angle de 7 y d z o min. fe trouve dans une 
page à la droite , vis-à-vis de l’angle de i4 d 40 min. 
qui eft à la page à gauche. Or les angles augmentant 
toujours dans la page à gauche , il eft néceflaire que 
les angles qui font marquez à la page à droite , &c qui 
font les complémens des premiers , aillent toujours en 
diminuant 3 6 c par conféquent leurs finus vont suffi en 


Digitized by Goi 


Trigonométrie. *ji 
diminuant. Il faut dire la même chofe des tangentes 8 c 
des fécantcs. 

33. Remarquez encore que le point qui tft avant 
les deux derniers chiffres des Anus , des tangentes 8 c 
des fécantes , marque que l’on peut retrancher ces 
deux derniers caractères fans erreur fenAble ^ en forte 
que les chiffres qui reftent après le retranchement des 
d$ux derniers , expriment les fînus , les tangentes 8 c les 
fécantes, en fuppofant le rayon de 100000 parties, 
au lieu que dans les tables on l'a fuppofé de 10000000, 
lequel nombre contient deux chiffres de plus que 
1 occoo. Mais il faut prendre garde que fî on retranche 
les deux chiffres d’un Anus , on doit auffi retrancher les 
deux chiffres des autres Anus , tangentes 8 c fécantes que 
l’on emploie dans U même proportion ou dans la même 
operation. 

Apres tout ce que nous avons dit fur les Anus , les 
tangentes 8 c les fécantes , il ne fera pas difficile d’en- 
tendre ce que nous avons à dire fur la Trigonométrie 
rectiligne qui eft entièrement fondée fur trois Théorè- 
mes que nous allons démontrer , 8 c enfuite nous expo- 
ferons les Problèmes généraux , dont les Problèmes par- 
ticuliers pour mefurer des longueurs telles que font la 
diltance & la hauteur des objets , ne font que des ap- 
plications. 

Pour abréger le difeours , nous marquerons dans la 
fuite les Anus des angles dont nous parlerons , en met- 
tant une S devant les lettres qui déAgneront les angles : 
par exemple , au lieu d'écrire le Anus de l’angle BAC , 
nous écrirons SBAC j A l’angle n’elt déAgné que par une 
feule lettre comme A , on écrira SA pour AgniAer le 
Anus de l’angle A. 

THEOREME I. 

3 4. Dans tout triangle , les fînus des angles font entr eux 
comme les cotez, oppofez. à ces angles. 

, P iv 
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Ï»g-J- Soit le triangle BAC que je fuppofe infcrit dans un 
cercle 5 ( ce qui eft toujours poflible , ( je dis que le 
côté AI 3 eft au côté AC , comme le finus de l’angle C 
oppofé au côté AB eft au finus de l’angle B oppofé au 
coté AC , ou alternando , AB. 5 C : : AC. SB. 

I 

De m onstration. 

L’angle C étant infcrit , a pour mefure la moitié 
de l'arc AB fur lequel il eft appuyé. Or le finus de la 
moitié de l’arc AB eft la moitié de la corde AB ( 9 . ) 
donc cette moitié de corde eft auffi le finus de l'angle 
C oppofé au côté AB. Pareillement l’angle B a pour 
mefure la moitié de l’arc AC. Or le finus de la moitié 
de l’arc AC eft la moitié de la corde AC : donc la moi- 
tié de cette corde eft auffi le finus de l’angle B ; par 
conféquent les finus des angles font les moitiés des 
cotez oppofez. Or les moitiez font comme les tous ; 
donc AB. AC :: SC. SB , ou , ce qui eft la même cho- 
fe , SC. SB : : AB. AC. On démontreroit de la même 
maniéré , que AB. BC : : SC. SA , Sc que AC. BC : : 
SB. SA , ou a ttrnando , AB. SC : : BC. SA , & AC. 
SB : : BC. SA. 

Quoique les finus des angles foient entr’eux comme 
les cotez oppofez , il ne s’enfuit pas que les angles mê- 
me foient entr’eux comme les cotez oppofez , parce 
que les finus ne font pas proportionnels aux angles , 
comme on en a averti , Article 1 1 . 

L E M M E I. 

3 5 Lorfcjtte deux quanti' ez font iréiales , la plus gran- 
de eji égale a la moitié de la fomme , plus à la moitié 
de la déférence ; & la plus petite eft égale à la moitié de 
la Jomme moins la moitié de la d jféren e. 

Si on a , par exemple , deux nombres dont la fom- 
• me foit 40 , & la différence foit 8 , le plus grand de ces 
deux nombres eft égal à la moitié de 40 , plus à la moi- 
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tié de ô , ces deux moickz font 20 -(-4 — 14 ; & Je 
plus petit des deux nombres eft égal à la moitié de la 
tomme moins la moitié de différence , c’cft-à-dire , à 
10 — 4=16. / 

Pour démontrer cette proportion , nous fuppofe- Fig. 
rons deux lignes inégales jointes enfemble , comme 
AB & BD , qui peuvent repréfènter toutes fortes de 
grandeurs inégales. Ayant partagé AD en deux par- 
ties égales au point C, & pris AE=BD. i°. Il eft 
évident que AD eft la» fomme des lignes AB & BD. 

2°. AC ou CD eft la moitié de cette fomme. j°. EB 
eft la différence ou l'excès de AB fur AE. Or par 
l'hypothefe AE— BD : donc EB eft aufli la différence 
de AB & de BD. 4 0 . CE ou CB eft la moitié de la- 
différence EB ; car les deux lignes AC & CD étant 
égales , fi on retranche les parties égales AE & BD , 
les reftes CE & CB doivent être égaux , & par con- 
féqi&t ils font chacun la moitié de la diff.rence EB. 
Cel^pofé, il eft facile de faire voir i°. que la plus 
grande des deux lignes propofées , fçavoir AB , eft 
égale à la moitié de la fomme, plus la moitié de la 
différence, i°. que la plus petite, qui eft BD , eft 
égale à la moitié de la fomme moins la moitié de la 
différence. 

Démonstration. 

I. Partie. AB=AC-+-CB. Or AC eft la moitié de 
la fomme des lignes AB & BD , & CB eft la moitié 
de leur différence EB : donc AB eft égale à la moitié 
de la fomme plus la moitié de la différence. 

II. Partie. BD=CD — CB. Or CD eft la moitié 
de la fomme, & CB eft lamôitié de la différence. Par 
confequent BD eft égale à la moitié de la fomme - moins 
la moitié de la. différence. Ce qu'il falloir démontrer. 


$*4 TlilfiOïOMmifi 

Cor o ua i r l 

36. CB eft l’excès de CD fur BD } c'eft à-dire, que 
CB eft l’excès de la moitié de la fomme des deux lignes 
AB & BD fur la plus petite. Or on vient de voir que cet 
excès CB eft la moitié de la différence de ces deux lignes i 
on peut donc dire en général que l’excès de la moirié 
de la fomme de deux grandeurs fur la plus petite , eft 
la moitié de leur différence. 

. L E M M E* II. 

f ig. 7 . 37. D.int tout triangle , comme BAC , fi on prolonge 

vers D le côte AB , ( je le fuppofe plus grand que l’autre 
côté de l’angle A ; ) en forte que AD foit é^al a l'autre 
côté AC , & quon joigne les deux points D & C par la 
ligne DC , afin d'avoir le triangle ifocele DAC ; fi enfitite 
en tire du fommet A de ce triangle , la perpendiculaire AF 
f*r la bafe DC ; je dis 1 °. que FD eft la tangentefje la 
moitié de la fomme des aigles B C oppofez. auWcÔtez. 
AC er AB. Par exemple , fi les deux angles B & C pris 
enfemble valent 1 1 6 degrez , la ligne FD fera la tan- 
gente d’un angle de j 8 dégrez ( 5 8 eft la moitié de la 
fommp 116.) 

Car l'angle CAD eft extérieur par rapport aux an- 
gles B & C du triangle BAC ; par conféquent il eft 
égal à ces deux angles pris enfemble ( Liv. z. art. 17. ) 
mais cet angle CAD eft partagé en deux parties éga- 
, les par la perpendiculaire AF ( Liv. II. art. 14. ) : donc 
l’angle DAF eft la moitié de la fomme des angles B & 
C. Or la ligne FD perpendiculaire fur AF eft la tan- 
gente de cet angle , comme il paroîtra en décrivant 
rare FG du centre A , & de l’intervalle AF ; donc la 
* ligne FD eft la tangente de la moitié de la fomme des 
angles B & C. 

Si on tire encore la ligne AE parallèle à BC bafe du 
triangle BAC; je dis .z°. que EF eft la tangente de la 
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moitié de la différence des memes angles B & C. Par 
exemple , fi la différence des angles B & C eft 34 de- 
grez , la ligne FE fera la tangente d'un angle de 1 7 
degrez. 

Car l'angle DAF eft égal A la moitié de la fomme de 
ces deux angles , comme on vient de le prouver : d’ail- 
leurs l’angle DAE eft égal au plus petit des mêmes an- 
gles , fçavoir à l’angle B , à caufe des lignes AE & BC , 
qui font fuppofées parallèles j donc l’angle EAF , qui 
eft l’excès de l’angle DAF fur DAE , eft la moitié de 
la différence des angles B & C ( 36. ) Or la tangente de 
cet angle EAF , eft la ligne droite FE perpendiculaire 
fur le rayon AF de l’arc FG ; donc FE eft la tangente 
de la moitié de la différence des angles oppoféz , B & C. 

1 / • ■»» 

THEOREME II. 

38, Dans tout triangle, comme BAC , qui n’efi pas Fig. 7. 
équilatéral , fi 0» prend deux cotez, inégaux , la fomme de 
ces deux rotez. , tels que AB & AC eft à leur différence , . 
comme la tangente de la moitié de la fomme des angles C 
& B oppofez. aux deux rotez. , eft à la tangente de la moi- 
tié de la différence de ces angles. 

Suppofant les lignes tirées comme dans le fécond 
Lemme , il faut encore mener du point F la ligne 
FH parallèle à BC bafe du triangle propofé BAC. Cela 
pofé : 

i°. Il eft évident que DB eft égale à la fomme 
des cotez AB & AC , puifque par la conftruétion 
AD=AC. i°. Le double de AH eft égal à la diffé- 
rence des cotez AB & AC ou AD : car la ligne AF 
étant perpendiculaire fur DC bafe du triangle ifb- 
cele DAC , elle coupe cette bafe en deux parties éga- 
les au point F ( Liv. II. Arc. 24 ; ) par conféquent 
la ligne FH coupe auffi DC en deux parties égales , 
puifqu’elle eft tirée du point F j donc estte ligne FH 
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étant parallèle à la bafe BC de l'angle BDC , il faut au/fi 
qu'elle divife également l’autre colé DB de cet angle 
( Liv. 1 . Art. 1 5 1. & i 6i. ) ; par conféquent DH eft 
la moitié de DB , c’eft-à-dire., d. la fomme des cotez 
AB &: ÀC ou AD. Or AH*eft l’excès de DH fur le petit 
côté AC ou AD ; donc par le Corollaire ( 3 6. ) du pre- 
mier Lemme , AH eft la moitié de la différence des 
cotez AB & AC ; donc le double de AH eft la différence 
entière de ces cotez. 

Ainfi DB eft la fomme des cotez AB & AC ; le 
double de AH'eft la différence de ces cotez ; d’ailleurs 
on a fait voir dans le fécond Lemme , que FD eft la 
tangente de la moitié de la fomme des angles C & B 
oppofez aux deux cotez , & que FE eft la tangente de 
la moitié de la différence de ces angles. Il faut donc 
prouver que DB eft au double de AH. Comme FD 
eft à F£. 

De monstration. 

L’angle HDF ayant deux bafes parallèles, fçavoir 
AE & FH par la fuppofition , on a la proportion ( Liv. 
I. Arr. i / z. ) DH. AH :: FD. FE ; par conféquent lï 
on double les deux premiers termes de la première rai- 
•lon , la proportion fubfiftera toujours ; on aura donc 
la proportion , le double de DH , qui eft DB , eft au 
double de AH : : FD. FE : C’eft-à-dire , que la fomme 
des cotez AB & AC eft à leur différence , comme la tan- 
gente de la moitié de la fomme des ailles B & C eft 
à la tangente de la moitié de leur différence. Ce qu’il 
falloir démontrer. ' , 

THEOREME II ï. 
îig.8. 39. Dans un triangle fcalene , comme BAC, c'eft à- 
dire , dont les trois cotez, font inégaux , le grand côté BC 
eft la fomme des deux autres AB & AC , tourne la diffé- 
rence de ces deux eft à la diffé ence des parties du grand coté 
divife par la perpendiculaire AD tirée de Sangle opp fé A. 
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Du point A , comme centre , & de l'intervalle du 
moindre côté AC , décrivez une circonférence , & pro- 
longez le côté AB au-delà du point A , jufqu’à la ren* 
contre de la circonférence. 1 °. Le petit côté AC étant 
égal à la ligne AF , parce que ce font des rayons du 
même cercle , il s’enfuit que la ligne BF eft égale à la 
fommte des cotez AB & AC. En fécond lieu BG eft: la 
différence des cotez AB & AC , parce que le petit côté 
AC eft égal à AG. Enfin la perpendiculaire AD coupant 
la corde EC en deux parties égales au point D ( Liv. I. 
Art. 105. } , il eft évident que BE eft la différence des 
parties BD & DC du grand côté BC. Il faut donc prou- 
ver que le grand côté BC eft à BF fomme des deux au- 
tres , comme leur différence BG eft à BE différence des 
deux parties du grand côté : ce qui fe réduit à cettç 
proportion , BC. BF : : BG. BE. 

Démonstration. 

Confiderez que les deux lignes BC & BF font deux 
fécantes extérieures , qui font tirées du même point B ; 
par conféquent la fécante BC & fa partie BE hors du 
cercle , font réciproques à l'autre fécante BF : Sc à la 
partie BG hors du cercle ( Liv. I. Art. 1 66 . ) On a donc 
la proportion , BC. BF : : BG. BE. Ce qu’il falloit dé- 
montrer. 

40. De ces trois Théorèmes , nous allons déduire qua- 
tre Problèmes généraux defquels dépend la pratique 
de la Trigonométrie & de l’arpentage. Ces quatre Pro- 
blèmes répondent à quatre Théorèmes fur la com- 
paraifon de deux triangles que nous avons démon- 
trez égaux ( fc,iv. II iîrt. 17. 29. 30. & 3 3. ) , lorfque 
de ces cinq chofes , fçavoir , trois cotez & deux 
angles , il y en a trois dans un triangle égales aux 
trois correfpondantes d’un autre triangle. Or puif- 
que trois de ces cinq chofes ne peuvent être égales 
dans deux triangles , à moins qu'ils ne foicnt égaux 


îjg Trigonométrie. 
en tout , il s'enfuie que ces trois chofes , c’eft- à-dire , 
ou deux angles &c un côté , ou deux cotez & un an- 
gle , ou enfin les trois cotez déterminent un triangle ; 
c’eft pourquoi connoiflànt deux angles & un côté , ou 
deux cotez & un angle , ou les trois cotez d’un trian- 
gle , on peut connoîcre tout le refte. Nous en allons 
donner la méthode dans les quatre Problèmes fuivans. 

4 1 . il faut néanmoins obferver que fi on ne connoîc 
que deux cotez & un angle aigu oppofé à un de ces 
cotez , on ne peut trouver le refte du triangle , parce 
que deux triangles peuvent être inégaux , quoique ces 
trois chofes foient égales dans les deux triangles ; c’eft: 
pourquoi pour rendre les triangles égaux dans ce cas , 
il faut y ajoûter une. quatrième condition marquée 
dans le fixiéme Théorème fur les triangles ( Liv. II. 
Art. jo. ). 


P R O B L E M E. I. 

41. Connoijfant deux angles er un côté d'un triangle , 
trouver les deux autres cotez.. 

Fig-?. Soit le triangle BAC dont on connoifte les deux an- 
gles B & C , & le côté BC. Pour trouver les deux 
autres cotez AB & AC , confiderez d’abord , que puif- 
qu’on connote deux angles de ce triangle , on con- 
noîtra facilement le troifiéme , qui avec les deux autres 
vaut 1 8 o degrez : enfuite cherchez le finus de chacun 
de ces angles dans la table des finus , &c faites la pro- 
portion fuivante fondée fur le premier Théorème : le 
finus de l’angle A eft au côté BÇ. comme le finus de 
l'angle C eft au côté AB -, laquelle proportion fe mar- 
que en cette manière SA. BC :: SC. AB. Or les trois* 
premiers termes de cette proportion font connus ; par 
conféquent on pourra trouver le quatrième , qui eft 
• le côté AB. 

Pour avoir le côté AC , il faut faire la proportion 
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fuivante , SA. BC : : SB. AC , don: les trois premiers 
termes font aufli connus. 

A la place de ces deux proportions » on peut pren- 
dre leurs alternes , qut font SA. SC : : BC. AB , 3 c 
SA. SB: : BC. AC. ' 

Si an fuppofe l’angle B de 4j degrez 14 minutes, 
& l’angle C de 7 1 degrez 41 minutes ; l’angle*A fe- 
ra nécelfairement de 6 1 degrez 54 minutes. Si on fup- 
pofe aufli le côté BC de 30 toifes , la proportion, 
SA. BC : : SC. AB , marquée dans le Problème , fe 
réduira à celle-ci, 89011 .50:: 94941. x, dont le 
premier terdlfe 8901 1 eft le flnus de l'angle A ; le 
fécond 30 eft le côté BC fuppofé de 30 toifes , le 
rroifiéme terme 94941 eft le iinus de l’angle C ; en- 
fin le quatrième terme x repréfente le côté AB qu’il 
faut chercher par la réglé de trois. Or en faifant cette 
réglé , on trouve pour quotient 3 1 plus | 8 * ° ” ■ : cette 
fra&ion vaut prefque un entier , c’eft- à-dire , une 
toife , à caufe que le numérateur eft prefque égal au 
dénominateur : ainfi le côté AB contient environ 3 i 
toifes. 

Dans cette proportion , 8901 1 . 30 : : 94941 . x , 
nous avons pris les deux nombres 89011 & 94941 
pour les finus des angles A & C , quoique dans les 
tables on trouve ces finus marquez par 89011. 18. 8c 
94941. 5j ; en forte que nous avons retranché les 
deux derniers cara&eres de chacun de ces finus*: c’eft 
ce que l’on peut toûjours faire fans une erreur fen- 
fible , corhme nous l’avons dit ( 3 3 ). 

43. On peut obferver pour plus grande exa&irude 
que quand les deux chiffres retranchez valent plus de 
5 o , il faut ajouter une unité au refte : par exemple , dans 
la proportion précédente , en fuppofam l’angle C exac- 
tement de 71 deg. 41. min. il auroit été mieux de met- 
tre 94943 à la place de 94941 , parce que les deux 
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chiffres retranchez, qui font 55, font plus grands 
que 50 : mais en fuppofanr que l'Angle A a précifé- 
ment 6x degrez 54 minutes, on ne pourroit prendre 
8901* au lieu de 89011 , parce que les deux chif- 
fres retranchez; fçavoir iS, font moindres que 50. 

44. Remarquez que fi un angle étoit obtus , par 

exemple , de 1 1 o degrez , on ne trouveroic pas cet 
angle dans la table , # c'eft pourquoi pour avoir le finus 
de cet angle , il faudroit chercher fon fupplement , 
qui eft l'angle de 60 degrez , lequel a le même finus 
que l’angle dont il eft fupplement , comme on l'a fait 
voir (7.) , 9 

45. Remarquez encore que fi on veut que le terme 
cherché foit le fécond extrême , ou le quatrième terme 
de la proportion , il faut lorfqu'on cherche un côté , 
commencer la proportion par le finus de l’angle op- 
pofé à un côté connu ; & fi on cherche un finus , il 
faut commencer la proportion par le côté oppofé à 
un angle connu ; c’eft pourquoi , comme il s'agifioit 
dans le Problème précédent de connoître un côté , nous 
avons commencé la proportion par le finus de l’angle 
A , dont la bafe ou le côté oppofé B G étoit fuppofé 
connu. 

Problème II. 

46 .Connoijfant deux cotez, d’un triargle tfr V cingle 'om- 
prit entre ces cotez . , trouver les deux autres angles er le 
troifiéme côté. 

9 Soit le triangle BAC dont on connoifTe le côté AB , 
le côté AC & l’angle A compris entre ces cotez. Afin 
de trouver les deux angles B &c C , il faut faire la pro- 
portion fuivante qui a été démontrée dans le fécond 
Théorème 8) : la fomme des cotez connus AB-i-AC 
eft à leur différence , comme la tangente de la moitié 
de la fomme des angles C & B , eft à la tangente de la 
pioitié de la différence de ces angles. Dans cette pro- 
portion 


Digitized by Google 


Trigonométrie. 241 

portion les rrois premiers termes font connus ; par 
coniequent on trouvera le quatrième , qui eft la tan- 
gente de la moitié de la différence des angles B & C : 
cette tangente fera connoître par le moyen des tables , 
l’angle qui eft la moitié de la différence des angles 
inconnus. Or en ajoutant cet angle à la moitié de la 
fomme des angles inconnus , on aura par le premier 
Lemme ( 35 ) , l’angle C qui eft le plus grand j (k en 
ôtayt^c même angle de la moitié de la fomme , on' 
aura l’angle B , qui eft le plus petit des angles incon- 
nus : après cela il faudra chercher le côté BC par la mé- 
tfiode du premier problème. 

Si on fuppofe le côté AB de $1 toifes , le côté AG 
de 14 , 6c l’angle A de 61 deg. 54 min. il eft clair 
que la fomme des deux angles inconnus eft de 117 
deg. 6 min. dont la moitié eft 5 S deg. 3 3 min. En 
cherchant dans les tables la tang me de ce dernier 
angle, on trouve qu’elle eft de 163505. 2.8. Je fais 
donc la proportion énoncée dans le Problème: 314-14. 
3 i — -14 :: 163505.x, ou bien , 56.8 : : 163505 .x; 
le 4 ,e terme de cette proportion eft 13357 77. 

La tangente que l’on trouve dans les tables la plus 
approchante de ce quatrième terme eft 13362 > dont 
l’angle eft de 1 5 deg. 9. min. Si donc on ajoûcecet angle > 
qui eft la moitié de la différence des angles inconnus 
à la moitié de la fomme , qui eft de j S deg. 3 3 min. 
on aura l’angle C , qui fera de 71 deg. 41 min. & fî 
on ôte 1 3 deg. 9 min. de 58 deg. 3 3 min. on aura le 
petit angle B de 45 deg. 14 min. Enluite pour trouver 
le côté BC , on pourra faire cette proportion , SB . AC : : 
SA . BC , ou bien cette autre , SC . AB : : SA . BC. 

47. Remarquez que h les deux cotez qui compren- 
nent l’angle connu étoient égaux , les angles oppofez 
à ces cotez feroient aufTi égaux ; ainlî puifqu’on con- 
noît la fomme de ces deux angles , 011 connoîtroit 
aufïi chaque angle en particulier indépendamment dç 
II. Partie. Q. 
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la proportion marquée dans le Problème : par exem- 
ple , iî les cotez étant égaux , l'angle qu’ils compren- 
nent étoit de j o degrez , la Tomme des autres qui fe- 
roient égaux entr’eux , feroit de 1 jo degrez; &c par 
conféquent chacun de ces deux angles vaudroit 65 
degrez. 

PROBLEME III. 

48. Connoijfant deux cotez d’un triangle & l’arme cp- 
pofe à un de ces cote\ & de plus Jfaehant de quelle efpece 
tfi l’angle oppofé à l’autre coté , trouver les d.ux angles 
inconnus & le troijiéme côté. * 

Soit le triangle ABC dojit on connoiiTe les deux cotez 
AB & AC , & l’angle B oppofé au côté connu AC , 
& que l'on fçache auffi de quelle efpece eft l'angle C 
oppofé à l'autre côté connu AB ; c'eft- à-dire , que l’on 
connoiflè s’il eft aigu ou obtus } fans qu'il foit nécef- 
faire de fçavoir combien de degrez il contient , ( s'il 
étoit droit , pour lors les trois angles feroient connus. ) 
Pour trouver combien cet angle C contient pjécifé- 
ment de degrez , il faut faire la proportion fuivante 
fondée fur le premier Théorème : AC . SB : : AB . SC > 
les trois premiers termes de cette proportion font con- 
nus par l'hypothefe ; ainfi on pourra trouver le quatriè- 
me qui eft le finus de l'angle C. Ce fmus peut conve- 
nir également à un angle aigu , & à un angle obtus 
qui eft fon fupplément (7) ; mais comme l’efpece de 
l’angle C eft déterminée par l’hypothefe , on fçaura fi 
l’angle C eft l’angle aigu qui répond au finus trouvé; 
ou fi c’eft l’angle obtus qui eft fon fupplément. On 
connoîtra donc deux angles dans le triangle ; fçavoir , 
l’angle B & l’angle C ; par conféquent on fçaura la va- 
leur du troifiéme ; enfin on trouvera le troifiéme côté 
BC par le premier Problème. 

' Si on fuppofe le côté AB de 5 z toifes , le côté AC 
de 14 , & l’angle B de 45 deg. 14 min. : Sc que l'angle 
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C Toit aigu , la proportion , AG . SB : : AB . SC , le 
réduira à celle-ci : 24 . 7 1 20 5 : : 3 1 . x. Le 4 rae . terme 
de cette proportion ell 94937 -f- ~ ou j ; ce nombre 
54937 eft moindre que 94941 lînus de 71 deg. 41 
min. mais comme il n’en différé pas beaucoup, il s’enfuit 
que l’angle C , qui a pour finus 949 3 7 — . y eft envi- 
ron de 71 deg. 41 min. comme on l’a fuppofé dans le 
premier Problème. D’ailleurs par la fuppoiition l’angle 
B eft de 4 y deg. 14 min. par conféquent l’angle A vaut 
à peu-près 6i deg. 54 min. 

A préfent , afin de trouver le côté BC , il faut faire 
la proportion SB . AC : : SA . BC , qui le réduic à celle- 
ci , 71103.14;: 8901 1 . x , dont on trouvera que le 
4 mc terme eft 3 o -4 — ±J-î~ • ainfi le côté BC fera de 3 o 
toifes , plus la fraétion < î u ‘ P eut ® Cre n ^' 3 ^ e » 

parce que le numérateur ne contient qu’une très-petite 
partie du dénominateur. 

Mais fi les deux cotez AB & AC Sc l'angle B étant 
toujours les mêmes , on avoir fuppofé l'angle C obtus , 
comme l’angle AEB , pour loi's , afin de trouver la va- 
leur de cet angle , il auroit fallu faire la même propor- 
tion qu’on a faite , 14.71203 :: 31 .x, & au lieu de 
prendre l'angle aigu du finus 94941 que l’on peut re- 
garder comme le quatrième terme , il auroit fallu pren- 
dre l'angle obtus 108 deg. 18 min. qui eft le fupplé- 
ment de l'angle aigu 7 1 deg. 41 min. ainfi l'angle C 
auroit eu jo8d^g. 1 8 min. par conféquent l’angle A 
auroit été feulement de 26 deg. tS min. 

Si on cherchoit le côté BC qui répondroit à l’angle 
A dans cetre hypothefe , on trouveroit qu’il auroit à 
peu-près 15 toifes -, au lieu que dans la fuppofition que 
l’angle C eft aigu , le côté BC a été trouvé d’environ 3 o 
toifes. 

49. Nous avons fuppofé que deux triangles peuvent' 
être différens , quoique deux cotez' de l’un foienf égaux 

Q-ij 
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à deux cotez de l'autre t chacun à chacun , 8c que l’an- 
gle oppofé à un des cotez du premier Toit égal à l’an- 
gle correfpondant du lecond triangle. On peut voir cela 
îènfiblement , fi du point A comme centre , 8c de l’in- 
tervalle AG qui eft le plus petit des cotez connus , on 
décrit un arc de cercle qui coupe le côté BC au point 
E,& qu’enfuite on tire une ligne du point A au point E : 
car on aura le triangle BAE , dont les cotez AB 8c AE 
font égaux aux cotez AB 8c AC du triangle BAC , 8c 
de plus l’angle B eft commun aux deux triangles. 

jo. Il eft évident que dans le triangle BAE , l’angle 
AEB eft obtuS & fupplément de l’angle C : car dans le 
triangle ifocele E AC , les deux angles E & C fur la bafe 
EC (ont égaux. Or l’angle AEB eft fupplément de l’an- 
gle E ou AEC 5 par conféquent il eft aullî fupplément 
de l’angle C. 

5 i . Remarquez que fi l’angle connu B eft droit ou 
obtus , pour lors les deux triangles fonc égaux en tout * 
parce que l’autre angle fur la bafe BC eft néceffaire- 
ment aigu , ( Liv. z. Art. zi. ) 8c par conféquent de 
même eipece dans les deux triangles ; ainfi dans ce cas 
il eft inutile de mettre la quatrième condition mar- 
quée dans le troifiéme problème , parce qu’elle s’en- 
fuît nécelfairement. 

PROBLEME IV. 

j i. Connoijfant les trois cotez, d’ttn triangle , tr orner 
chacun des trois angles & la perpendiculaire fur U grand 
coté , tirée de l’angle qui lui cjl oppofé. 

Soit le triangle BAC dont on connoilfe les trois 
cotez. Afin de trouver la valeur de l’angle C formé 
par le grand 8c le petit côté , il faut faire la propor- 
tion fuivante fondée fur le troifiéme Théorème ( J 9 ) : 
le plus grand côté BC eft à la fomme des deux autres 
AB 8c AC , comme leur différence BG eft à BE diffé- 
rence 'des parties de la bafe ou du grand côté divifé 
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far la perpendiculaire AD. Dans cette proportion les 
trois premiers termes font connus -, par conféquent on 
trouvera le 4*“ e : il faudra le retrancher du grand côté 
BC , & on connoitra le relie EC , duquel prenant la 
moitié on aura DC côté du triangle rcétangle ADC y 
dans lequel il y aura trois choies connues : fçavoir , 
le côté AC , le côté DC , & l'angle droit en D ; ainfi 
on pourra trouver l’angle C. Cet angle qui eft com- 
mun aux deux triangles ADC & BAC étant connu , 
on trouvera facilement la perpendiculaire AD Ôc les 
deux autres angles du grand triangle. 

Si on fuppofe le grand côté BC de 3 o toifes , le côté 
AB de 1 3 , & le petit côté AC de 1 7 , on aura la pro- 
• portion fuivante marquée dans la folution du Pro- 
blème , 59. 13-4-17::!} — 1 7 . x , ou bien , 30. 
40 : : 6 . x = S. Enfuitc il faut ôter 8 du grand côté 
30 j le relie eft zi , dont on prendra la moitié , qui 
eft 1 1 ; & dans le triangle reélangle ADC , on con- 
noîtra l'hypotenufe AC , qui contient 1 7 toifes par la 
fuppofition , le côté DC qui en contient 1 1 , & l’an- 
gle droit en D. 

Pour connoître l’angle C , on fera cette proportion : 
le côté AC eft au finus de l'angle D ou au finus total , 
comme le côté DC eft au finus de l’angle CAD : voici 
cette proportion exprimée en nombres ,17.1 00000 : .* 
1 1 . x— 64705 -j-i. ; ce quatrième terme eft le finus de 
l’angle CAD. En cherchant dans les tables , on trouve 
que le finus qui approche le plus de ce nombre eft 
64701 auquel répond l’angle de 40 deg. 19 min. qui 
eft la valeur de l’angle CAD : mais d’ailleurs l’angle D 
eft droit , par conféquent l’angle C que l’on cherche 
vaut 49 deg. 41 min. 

Pour connoître la perpendiculaire AD , on fera cette 
proportion (41 ) : le finus de l’angle droit en D eft 
au côté AC , comme le finus de l’angle C eft à la 
perpendiculaire AD. De même pour trouver l’anglé 

Q.iij 
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B du grand triangle , on dira ( 48 ) : le côté AB eft au 
finus de l'angle C, comme 1 s coté AC eft au finus de 
l J angle B. Ce dernier finus étant connu , fera trouver 
l’angle B par le moyen des tables : enfin on connoîtra le 
troifiéme angle BAC du triangle, parce que les deux 
autres angles B & C feront connus. 

jj. Après avoir trouvé la partie DC de la bafe, 
on pourroit connoître la perpendiculaire AD d’une 
autre manière : car le triangle ADC étant reélangle , 
& les deux cotez AC & DC étant connus , fi on ôte le 
quarré de DC du quarré de AC , le refie fera le quarré 
de la perpendiculaire ( %6 ). 

54. Remarquez qu’il n’eft pas néceffaire dans la pra- 
tique qu’il y ait actuellement une perpendiculaire tirée 
fur le grand côté , ni une circonférence décrite , comme 
dans la Fig. 8 , afin de trouver la valeur de chacun des 
angles & de la perpendiculaire , lorfqu’on connoît les 
cotez du triangle , il fuffit de faire cette proportion 
marquée dans le Problème : le grand côté eft à la fom- 
me des deux autres , comme leur différence eft à un 
quatrième terme , & d’opérer enfuite , comme il eft 
preferit dans le Problème. La perpendiculaire Ci la 
circonférence n’ont été décrites que pour la dernonfi 
tration. Il eft bon de fe donner à foi-même quelque 
exemple , en fuppofant les trois cotez d'un triangle 
d’un certain nombre de parties. 

55. Remarquez encore que s’il y avoir deux cotez 
égaux dans un triangle dont on fuppofe les trois cotez 
connus , alors la perpendiculaire tirée du fbmmet de 
l'angle compris entre les cotez égaux , divifèroit la bafe 
en deux parties égales 5 c’eft pourquoi on n’auroit pas 
befoin de la première proportion qu’on a faite pour 
connottre les parties de la bafe , puifque chacune en 
fèroit la moitié : par exemple , fi dans le triangle BAC , 
les deux cotez AB & AC étoient égaux , les deux parties 
BD 6 c DC de la bafe divifée par la perpendiculaire 3 
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fètoicnt connues fans proportion , parce que chacune 
fèroit la moitié de la bafe BC que l'on fuppofe connue 
( Liv. II. Art. 14. ) 

56. Il eft évident que dans les difterens cas des 
quatre Problèmes précédens , on peut trouver la fur- 
face du triangle propofé : car la furface d’un triangle 
eft égale au produit d’un côte pris pour baie , multiplié 
par la moitié de la hauteur. Or dans les trois premiers 
Problèmes , on a donné la méthode de connoître tous 
les cotez d’un triangle , & dans le quatrième , on a mon- 
tré la rfianierc de trouver la perpendiculaire tirée de 
l’angle oppofé au grand côté du triangle dont on con- 
noit les trois cotez ; ainft cette perpendiculaire étant la 
hauteur du triangle par rapport au grand côté confideré 
comme bafe ; il s’enfuit qu’on peut trouver la furface 
du triangle dans les différens cas des quatre Problèmes. 

57. On a fuppofé dans les Problèmes précedens que 
l’on connoît quelqu’un des côlez du triangle : mais fl 
on ne connoilîoit que les angles , on ne pourroit trou- 
ver les cotez , parce] que la grandeur des angles ne dé- 
termineras la longueur des cotez, puifque deux trian- 
gles peuvent être femblables , & avoir par conféquent 
les angles égaux , quoique les cotez de l'un ne foient 
pas égaux aux cotez de l’autre. Cependant lorfquon 
connoît les angles d’un triangle , on peut toujours con- 
noître les rapports des cotez ; car nous avons démon- 
tré que les fluus des angles font comme les cotez op- 
pofez ( }4). 

AUTRE METHODE DE RESOUDRE 
les quatre Problèmes précédens. 

58. Avant de faire l’application de ces quatre Pro- 
blèmes généraux à des exemples particuliers , nous al- 
lons expolër en peu de mots une autre méthode de ré- 
foudre ces Problèmes , laquelle ne fuppofe pas les ta- 

Q»iv 
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blés des finus , &c qui eft indépendance des trois Théo- 
rèmes qui ont été démontrez dans ce Traité de Trigo- 
nométrie. Cette méthode eft fondée fur les quatre Théo- 
, rêmes que nous avons donnez dans le fécond Livre (Liv. 
II. Art. 55 , 55, 56,6:59) touchant les conditions 
qui rendent les triangles femblables. Elle ne fuppofê 
qu'une échelle , c’eft-à-dire , une ligne droite , comme 
MN, Fig. 17 , divilée en un certain nombre de par- 
ties égales : par exemple , 100, 100 , &c. On peut fe 
fervir de la ligne des parties égales du compas de pro- 
portion. Nous allons réfoudre le premier 6c le fécond 
Problème par cette méthode. 

59. Connoiffant deux angles & an côté d’an triangle , 
trouver les deux autres cotez. 

ïig- 9 . Soit le triangle BAC , dont on connoiffc les deux an- 
gles B & C avec le côté BC , que je fuppole de ; o toi- 
les. Pour trouver les deux autres cotez AB 6c AC ; con- 
fïderez d'abord , que puifqu'on connoît deux angles de 
ce triangle , on connoîtra facilement le troihéme , qui , 
avec les deux autres , vaut 1 So degrez. 

Cela pofé , prenez fur l'échelle avec le compas la 
longueur de 50 parties égales , Attirez une ligne droi- 
te , comme bc , égale à cette longueur : enfuicc tirez à 
l'extrémité b une ligne qui falfe avec bc un angle égal à 
l’angle B , & à l’extrémité c une autre ligne qui faflè 
' avec bc un angle égal à l’angle C: ces deux lignes étant 
prolongées , le réuniront à un point comme a , 6c for- 
meront le triangle bac lêmblable au triangle BAC, 
( Liv.I. Art. 53.) par conféquent les cotez de l’un font 
proportionnels aux cotez homologues de l’aurre -, ainlî 
BC. AB : : bc. ab. D’où il fuit que le côté AB contient au- 
tant de parties égales à celles de BC que le côté ab con- 
tient de parties égales à celles de bc ; ii donc en prenant 
la longueur de ab avec le compas , 6c portant cette lon- 
gueur fur l’échelle , pour voir combien elle contient 
de parties égales de l’échelle , on trouve qu’elle en con- 
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tient 3Z ; on fera alluré que AB contient 3 z toifes. Il 
faut faire la même chofe pour trouver combien le côté 
AC contient de toifes. 

60. O11 voit par la folution de ce Problème , qu’il 

ne s’agit que de faire un triangle femblable au triangle 
propolé dont on veut connoître quelque côté ou quel- 
que angle. Or nous avons donné ( Liv. II. Art. 33, 3 6 , 
37 , 8 c 38. ) dans le fécond Livre quatre Problèmes qui 
enfeignent à faire un triangle femblable au triangle pro- 
pofé. Voici encore la folution du fécond Problème par 
la même méthode. / 

6 1 . Connoijfant deux cotez, d'un triangle & l’angle com- 
pris entre ces cotez. , trouver les deux autres angles & 
le troijlérue côté. 

Soit le triangle BAC , dont on connoiflè le côté AB , 
que je fuppole de 31 toifes , 8c le côté AC de 24 toi- 
fes , avec l’angle compris entre ces cotez. Afin de trou- 
ver le côté BC il Faut prendre fur- d’échelle la longueur 
de 3 z parties égales , 8c tirer la ligne ab égale à cette 
longueur , enfuite prendre aufifi fur l’échelle Z4 parties 
égales , 8c tirer du point a la ligne ac égale à cette au- 
tre longueur , 8c qui fafic avec ab un angle égal à l’an- 
gle A : après cela menez une ligne droite du point b au 
point c j 8c vous aurez le triangle bac femblable ( Liv. 
I. Art. J5. ) au triangle BAC , puilque les deux cotez ab 
8c ac font proportionnels aux cotez AB & AC du trian- 
gle BAC , 8c que l’angle a eft égal à l'angle A ; jpar 
conféquent , fi en portant fur l’échelle la longueur du 
côté l>c , on voit combien ce côté contient de parties 
égales de l’échelle , on Içaura combien le côté correfi* 
pondant BC contient de toifes , qui font des parties 
égales à celles des cotez AB 8c AC. 

Pour trouver les angles B & C du triangle propofé , 
il faut melurer avec le rapporteur les angles correfpon- 
dans b 8c c du triangle femblable bac. 

61. Si les cotez du triangle propofé ne contenoienc 
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qu’un petit nombre de toifès ; par exemple , 3 , 4 , f , 
6,7, &c. il faudroit réduire chacun des cotez connus 
de ce triangle en pieds ou en pouces , afin d’avoir un 
plus grand nombre de parties -, parce que le nombre 
de ces parties étant plus grand » il eft plus facile de 
faire le triangle bac femfilable au premier. 

63. Remarquez que cette derniere méthode eft plus 
fujette à erreur dans la pratique que la première , tant 
à caufe qu’il eft difficile d’avoir une échelle qui foie 
divifée exactement en parties égales , que parce qu'il 
eft prefque impoflible de faire un triangle tout-à-fait 
fembiable à un autre. 

Il ne fera pas inutile de propofer quelques Problè- 
mes particuliers fur la hauteur & la diftance des objets , 
qui ne font que des applications des quatre Problè- 
mes généraux dont nous venons de parler. 

64. Lorfque l’on cherche quelque longueur inconnue, 
par exemple , la hauteur d’une tour par le moyen d’un 
triangle , on fe fert d’un inftrument pour mefurer les 
angles du triangle ; cet inftrument eft appellé Grapho - 
métré : c'eft une circonférence ou une demi-circonféren- 
ce divifée en degrez & en minutes. Il y a une réglé at- 
tachée au centre du graphometre que l’on appelle M i- 
dade , qui peut tourner autour du centre. Elle fêrt à 
diriger les rayons vifuels par le moyen de deux pinnu- 
les , c’eft-à-dire , deux plaques percées qui font atta- 
chées fur l'alidade : cet inftrument eft ordinairement 
de cuivre. Dans la Figure 10. la circonférence EGFH 
repréfente un graphometre avec fon alidade GH , dont 
les pinnules font les petites plaques G & H , qui font 
percées vers le milieu , afin d’appercevpir l’extrémité de 
la tour dont on veut mefurer la hauteur. 

PROBLEME. V. 

6 y. Mefurer une hauteur acceffible. 

Soit la tour acçeffible AC , dont il faut trouver la 
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hauteur. Pour cela mefurez d’abord la diftancc du 
point B au point C , Toit avec une chaîne ou une corde , 
foit avec une perche ; enfuite dirigez l'alidade du gra- 
phometre , en forte que l'on puiflê voir l’extrémité A de 
la tour à travers des pinnules par le rayon vifuel BA , ôc 
remarquez quel eft le degré & la minute marquée au 
point H , où palfe le rayon vifuel : enfin difpofez l’ali- 
dade horilontalement fuivant la direétion EF , afin d’ap- 
percevoir le bas de la tour au travers des pinnules , & 
voyez combien l’arc HF contient de degrez Ôc de minu- 
tes ; cet arc eft la mefure de l’angle au centre HBF ou 
ABC ; ainfi dans le triangle reétangle BAC , connoiffant 
l'angle B par l’oblêrvation , ôc l'angle C qui eft droit , à 
caule de la tour qui eft perpendiculaire fur l’horifon , il 
fera facile de connoître l’angle A : mais d’ailleurs le côté 
BC a été mefuré ; c’eft pourquoi , afin de trouver la hau- 
teur cherchée AC, qui eft un des cotez du triangle , il 
n’y a qu’à faire ( premier Problème général ) la propor- 
tion fuivante, dont les trois premiers termes font connus: 
le finus de l'angle A eft au côté BC , comme le finus de 
l'angle B eft au côté AC qui eft la hauteur de la tour. 

66. Si on veut mefurer la hauteur de la tour fans gra- 
phometre , ôc fans le fecours des tables des finus , on 
peut le faire en employant deux triangles femblables en 
cette maniéré. 

Plantez un piquet, comme EFG , qui foit perpen- It> 
diculaire à l'horifon, & par conféqucnt parallèle à la 
tour , ôc éloignez-vous de ce piquet à quelque diftan- 
ce , par exemple , en BH , afin que vous puilTiez voir 
l’extrémité A de la tour par un rayon vifuel BEA qui 
rafe l’extrémité du piquet , lequel doit être plus grand 
que la hauteur d’un homme 3 enfin regardez aufti un 
point de la tour tel que K , par un rayon horifbntal 
BK , ôc remarquez le point F du piquet par lequel 
P (Te le rayon horifontal. Tout cela pofé , on aura deux 
triangles femblables , BEF ôc BAL 3 par conféquenc 
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leurs cotez homologues feront proportionnels ; ce qui 
donnera la proportion BF. BL : : EF. AL , dont les trois 
premiers termes font des lignes que l’on peut facilement 
mefurer; par conféquenr on pourra connoître le qua- 
trième , auquel ajoutant LCzzeBH , on aura la hau- 
teur AC. 

67. On peut encore trouver la même chofc par le 
moyen de l'ombre de la tour , fans graphometre & fans 

**" les tables des fin.us. Plantez un piquet EF , comme dans 
l’exemple précédent , qui foit perpendiculaire à l’hori- 
fôn , Sc par conféquent parallèle à la tour : enfuite me- 
furez 1 l’ombre du piquet, i c . la hauteur du piquet , 
fans y comprendre la partie enfoncée en terre , } l’om- 
bre de la tour : enfin faites la proportion : l’ombre du 
piquet eft à la hauteur du piquet , comme l’ombre de la 
tour eft à fa hauteur. Les trois premiers termes de cette 
proportion étant connus, on trouvera facilement le qua- 
trième. 

68. Remarquez que pour avoir l’ombre de la tour , 
qu’on fuppofe terminée en pointe dans les figures 10 , 
1 1 & 1 z , il ne fuffit pas de prendre la diftance qui 
eft depuis la fin de l’ombre jufqu’à la tout 1 * il faut y 
ajouter la moitié du diamètre de la tour : par exemple , 
fi l’ombre de la tour finit au point B , il ne fuffit pas 
de prendre BD pour avoir la longueur de l’ombre ; il 
faut encore ajouter DC qui eft la moitié du diamètre de 
la tour. Il faut obferver la même chofe dans les deux 
premières maniérés de mefurer la hauteur de la tour > 
c’eft-à-dire , qu’il faut prendre la diftance du point B , 
Fig. 10, ou du point H , Fig. 1 1 , jitfqu’au centre C de 
la tour , auquel répond l’extrémité A. 

Problème VI. 


ïig.rj. 


69. Mefurer la largeur (tune riviere. 

Soit la largeur d’une riviere marquée par BG. On 
fuppofe que celui qui veut mefurer cette largeur foie 
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du côté du point B , 8 c que le point C qui eft d’un aune 
côté loit un objet remarquable ; par exemple , une pierre 
ou le tronc d’un arbre , ou autre chofe femblable. Pour 
trouver la longueur de la ligne BC , choififlèz un cer- 
tain point , comme A , duquel vous publiez appercevoir 
le point B & le point C , & mefurez avec le graphome- 
tre l’angle A & l’angle B du triangle BAC: mefurez auflî 
la ligne AB , qui eft la diitance des deux points B & A : 
après cela vous trouverez par le premier Problème le 
côté BC , qui eft la largeur qu'on cherche. 

PROBLEME VII. 

70. Meftfrer une hauteur inaccejfible , comme celle de 
la tour AC , qu'on fuj pofe inaccefiible. • 

Choififlèz à quelque diftance de la tour deux lieux 
difterens , comme B & G, qu’on appelle Stations , def- 11 * 
quels on puiflèvoir l’extrémité A de la tour. Les rayons 
vifuels BA & GA & la ligne BG qui eft l’intervalle des 
ftations , formeront le triangle BAG , dont il faudra 
mefurer l’angle B , l’angle G & le côté BG , ces trois 
chofes étaftt connues , ou trouvera facilement le côté 
AB par le premier Problème. Connoiflant le côté AB , 
il faudra mefurer l’angle ABC : après quoi on pourra 
connoître la hauteur AC : car dans le triangle reétan- 
gle BAC , on connoît l'angle C qui eft droit ; on con- 
noît auflî l’angle ABC qu’on a mefuré , 8 c d’ailleurs on 
a trouvé le coté AB , qui eft un rayon vifuel ; d’où il 
•fuit qu’on pourra trouver auflî le refte du triangle par 
le premier Problème ; ainii on pourra connoître non- 
feulement la hauteur AC , mais auflî la ligne BC , qui 
eft la diftance du point B au centre de la tour. 

On peut de la même maniéré mefurer la hauteur 
d'une montagne , en choififlànt deux ftations au bas de 
la montagne , defquelles on puiilè voir le fommed 
PROBLEME VIII- 

71. Trouver la défiance de deux objets inaccejjibles 
tels que C çj D. 
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Fig. i j. Prenez deux dations , comme A &c B , delquelies on 
puillè appercevoir les deux objets , Sc mcfurez l'inter- 
valle de ces dations ; enfuite du point A mefurez l'an- 
gle DAB Sc l’angle CAB , formez tous les deux par des 
rayons vifuels : du point B , mefurez audi les angles 
CBA Sc DBA , formez pareillement par des rayons vi- 
fuels ; ainfi dans le triangle BDA , on, connoîtra les 
deux angles DAB Sc DBA, Sc le côté AB qui ed l'in- 
tervalle des dations ; par] conféquent on trouvera le 
côté BD par le premier Problème. De même dans le 
triangle ACB , on connoîtra les deux jngles CBA & 
CAB , Sc le côté AB ; par confcquent on couvera auffi 
BC. Enfin on confiderera un troifiéme triangle , qui ed 
CBD , dont on connoît déjà les deux cotez BD Sc BC; 
ainfi fi l’on mefure l’angle compris DBC , on pourra 
trouver par le fécond Problème le côté CD , qui ed la 
di dance cherchée. 

On voit bien que par le moyen des deux premiers 
triangles BDA Sc ACB , on peut trouver les didances 
de chaque dation aux deux objets inaccefübies. 

PROBLEME IX. 

7i. Lever la carte d’un Pays par les réglés de la Tri- 
gonométrie. 

Pour lever une carte , il ne s’agit que de mar- 
quer fur un plan la fituation des objets les uns à 
l’égard des autres , c’ed - à - dire , le rapport des dif-, 
tances qui fe trouvent entre les objets les plus re- 
marquables qui font dans le pays dont on veut 
faire la carte , tels que font les Villes , les Bourgs , 
les Villages , les Abbayes , &c. que l’on fuppofe de- 
Fig. 7 1. lignés dans la 7 i me Figure, Planche VIII. par les 
Flanch. lettres C , D , E , F , G, H , L. Or les didances des 
objets fe trouvent par la Trigonométrie en conce- 
vant des lignes qui forment des triangles dont les 
fommets fe terminent à ces objets. Voici donc com« 
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ment on peut execucer ce que l’on propofe dans le 
Problème. 

Prenez une bafe , c’cft-à* dire , la diftance de deux 
points tels que A & B : il faut pour cela mefurer ac- 
tuellement avec une ou plufieurs perches égales , ou 
avec une chaîne , la longueur du chemin depuis A juf- 
qu’à B en allant toujours en ligne droite : mais pour 
faire la carte avec exa&itude , il faut que cette bafe ait 
une longueur proportionnée à celle du terrein donc 
on veut lever la carte : par exemple , s’il s’agit de lever 
la carte d'une Province , il faut prendre une bafe d’en- 
viron 2 . ou 3 mille toifes. Après cela mefurez les angles 
DAB , EAB , FAB , HAB , LAB , formez par la bafe 
AB , 8c par les rayons vifuels qui partent des objets 
D , E , F j H , L , que l’on peut' voir du point A ; 
enfuite allez à la féconde ftation B , 8c mefurez auflî 
les angles DBA , EBA , FBA , HBA , LBA formez par 
la même bafe AB , & par les rayons vifuels qui vien- 
nent au point B des objets D , E , F , H , L que l’on 
fuppofe pouvoir être apperçûs de ce point : on aura 
des triangles dont on connoîtra un coté , fçavoir , la 
bafe AB 6c les deux angles fur ce côté : par exemple , 
dans le triangle AEB on connoîtra le côté AB & les 
deux angles EAB 8c EBA : ainlî par le moyen du pre- 
^ mier Problème général on trouvera facilement les deux 
autres cotez AE 8c BE. 

On n’a pas pris la mefure des angles CAB 8c GBA , 
parce qu’ils font trop obtus : mais cela n’empêche pas 
qu’on ne puilfe avoir la lituation des points C 8c G : 
pour cela il faut prendre un des cotez de quelque 
triangle connu pour bafe ( On fuppofe qu’on a trou- 
vé la longueur de ce côté par le moyen de la première 
bafe AB. ) Ainfi pour déterminer la polîtion du point 
C je puis me fervir de la ligne AD , qui eft un des 
cotez du triangle ADB. Je prends donc la mefure 
de l’angle CAD , & enfuite celle de l’angle ADC ; 
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ainfl dans le triangle ACD je connois *n côté , fça- 
voir , AD , Sc les deux angles fur ce côté : donc je 
trouverai les deux cotez AC Sc DC qui déterminent la 
pofition du point C. 

S'il y a d’autres objets dont on veuille déterminer 
la pofition , & que l’on ne puilfe apperccvoir des Hâ- 
tions A & B , il faut choiiïr une nouvelle baie qui 
foit un des cotez de quelque triangle connu , en 
forte que l’on puilfe voir cet objet des deux extré- 
mitez de cette bafe : par exemple , fi on ne ]5eut voir 
le point O de la ftation A , on pourra prendre pour 
bafe le côté FG que je fuppofè connu par le moyen 
du triangle BGF , Sc mefurer les angles OFG Sc OGF , 
afin de trouver les cotez FO & GO. Il faut employer 
la même méthode pour les objets plus éloignés. 

Quand on aura trouvé la longueur des cotez des 
triangles , il fera aifé d'en marquer la fituarion fur 
une carte à l’aide d’une échelle dont on fe fervira , 
comme nous l’avons dit , en propofant la fécondé mé- 
thode de réfuudre les triangles indépendamment des ta- 
bles des finus. On prendra donc d’abord fur cette échelle 
avec un compas autant de parties égales qu’il y a pat 
exemple de perches dans la bafe AB ; Sc on marquera 
fur la carte une ligne droite ab égale à l’ouverture du 
compas : les deux extrémitez de cette ligne repréfênte- 
ront les deux Hâtions A Sc B : enfuite pour marquer la 
pofition du point E en prendra lur l’échelle avec le 
compas autant de parties égales qu’il y a de perches 
dans la ligne AE , Sc ayant mis une pointe du compas 
fur l’extrémité a de la ligne , on décrira un petit arc du 
côté qui répond au point E : enfuite on prendra pa- 
reillement fur l’échelle autant de parties égales qu’il 
y a de perches dans BE , Sc ayant pofé une pointe 
du compas fur l’extrémité b de la ligne on décrira 
un autre arc qui coupe le premitr : l’in ter feétion des 
deux arcs marquera la pofition du point E par rap- 

porc 
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jtott aux deux points A & B. On fera de même pour 
les autres points. 

7 j. On pourrait fe difpenfcr de la peine de chercher 
tous les cotez des triangles , il fuffiroit après avoir me- 
furé la bafe AB , & pris avec un inftrument la gran- 
deur des deux angles de chaque triangle , il fuffiroit , 
dis-je , de faire des triangles femblables à ceux qui 
font formez fur le terrain par la bafe & les rayons vi~ 
fuels > félon que nous l’avons expliqué dans la fécondé 
méthode de réfoudre les triangles : ces triangles que 
l'on ferait détermineraient la pofition des objets. 

Nous omettons plufieurs obfervations^qui font d’u- 
fâge dans la pratique de lever des cartes , parce qu’il ne 
s’agit ici que de faire voir l’application de la Trigono- 
métrie dans cette opération. 

Ce que nous avons dit jufqu’à préfent > peut fuffirc 
pour faire voir l'utilité de la Trigonométrie : néan- 
moins afin de faire encore mieux fentir la fubtilité de 
cet Art , nous allons propofer un Problème » par lequel 
on verra que l’on peut par le moyen de la Trigonomé- 
trie , trouver la diftance des planètes à la terre. 

PROBLEME X. 

74. Trouver ta diftance de ta Lune à là Terre. 

Dans la Fig. 14 , le petit cercle dont C eft le centre , Fig. 14, 
& CT le rayon , repréfente la terre * la ligne HB qui 
touche la terre , repréfente l'horifon fenfible ; le petit 
globe L qui eft dans le plan de l'horifon , repréfente 
la Lune * l'autre globe I qui répond au fl! au plan de 
l’horifon , repréfente Jupiter : enfin FOB eft une partie 
du firmament > auquel on rapporte les planètes* 

Si on voyoit la Lune du centre C de la terre > on la 
rapporterait au point O du firmament : mais fi on re- 
gardoit la Lune du point T , on la rapportçroit à un 
point inférieur du firmament > fçavoir , au point B. Le 
point O auquel on rapporteroit la Lune vue du ccn- 
/ /. Larde. R. 
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tre de la terre , eft appelle le lieu vrai de la Lune ; & le 
point B auquel on la rapporte étant vue de deflus la 
i'urface de la terre , eft nommé le lieu apparent de la 
Lune i 8c l'arc OAB compris entre ces deux points, 
eft appellé parallaxe. Or le firmament étant à une dif- 
tance immenle de la terre , de la Lune & des autres 
planètes , on peut regarder chacune des planètes com- 
me le centre du firmament ; ainfi l’arc OB eft la mefure 
de l’angle OLB 8c de l’angle CLT oppofé au (bmmet ; 
c'eft pourquoi l’un 8c l’autre de ces deux angles eft en- 
core appellé parallaxe. Tout cela pôle , voici comme 
on trouve la diftance de la Lune à la terre. 

Le triangle TCL formé par le rayon de la terre 
CT , 8c par les rayons vifuels CL 8c TL eft reétangle , 
parce que le rayon de la terre eft perpendiculaire à la 
tangente HB qui repréfente l’horifon fenfible ( Liv. I. 
Art. ii y.) j ainfi l’angle T eft droit. D’ailleurs on 
connoît l’angle CLT meluré par la parallaxe horifon- 
tale OB que l’on trouve dans les tables aftronomiques. 
Mais on connoît encore le côté CT qui eft un rayon 
de la terre que l’on fijait être de 14 3 z lieues communes 
de France , dont chacune contient zz8z toiles ; ainfi on 
pourra trouver par le premier problème le côté CL , 
qui eft la diftance de la Lune au centre de la terre. 

La Lune n’eft pas toujours également éloignée de la 
terre : mais fi on la prend dans la moyenne diftance, on 
trouve que l’angle L eft d’environ un degré , lorfque la 
Lune répond au plan de l’horilôn ; on aura donc la 
proportion fuivante : le fisus de l’angle d'un dégré eft 
au côté CT, qui eft un demi-diametre de la terre, 
comme le finus de l’angle droit eft à CL. Voici cette 
proportion : 1745 • 1 :: 100000. CL— y 

Ainfi le côté CL , qui eft la diftance de la Lune atl 
centre de la terre , eft d’environ 57 demi-diametres de 
la terre ; par conféquent la moyenne diftance de la 
Lune à la terre , marquée par DL , n'eft que de / 4 
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demî-diam;ttes , qui four environ 80000 lieues. 

75. Remarquez que la parallaxe d'une planece eft 
d’autant plus petite que la plancte eft plus éloignée de 
la terre ; par exemple , la parallaxe de Jupiter iuppofé 
en I eft moindre que celle de la Lune, comme on le 
voit fenhblement dans la Fig. ia où la parallaxe de 
Jupiter eft l’arc AB ou l'angle CIT. Cet angle eft: 
même fi petit qu’il devient infenfible , & que l’angle 
TCI eft prefque droit , aufïi-bien que l’angle CTI , en 
forte que les deux rayons vifüels CI & Tl font fenfi- 
blement parallèles , à caule de la grande diftance de 
Jupiter ; c’eft pourquoi on ne pourroit pas fe lêrvir de 
cette méthode pour connoître la diftance de Jupiter à 
la terre. 

76. On peut remarquer de même par çapport aux 
hauteurs que l'on veut mefurer fur la terre, qu’il faut 
être à une diftance médiocre de ces hauteurs , afin 
que l’erreur infenfible qu’il n'eft prefque pas pofTible 
d’éviter , lorfqu’on prend l’angle de hauteur , en le 
faifant un peu trop grand ou un peu trop petit, ne 
caufe pas une erreur trop confidérable dans le calcul 
de la hauteur qu'on cherche. Suppofons , par exemple , 
qu’il s’agifle de mefurer la hauteur AC : fi on obferve 

du point D, tk qu’au lieu de prendre l’angle ADC tel Fig. 16^. 
qu'il eft , on le falle un peu plus grand & égal à l’angle 
FDC ; il eft viftble que cette erreur fera la hauteur AC 
plus grande qu'elle n’eft de la quantité FA qui eft plus 
du quart de AC : mais fi en mefure l’angle de hauteur 
au point B , & qu’au lieu de prendre l’angle ABC tel 
qu’il eft , on faffe la même erreur qu’auparavant , en 
prenant EBC , en forte que l’angle EBA (oit égal à 
l’angle FDA ; il eft évident que cette derniere erreur , 
quoiqu’égale à la première , ne fera la hauteur AC 
plus grande qu’elle n’eft efteftivement , que de la quan- 
tité EA , qui eft beaucoup moindre que FA. Il en feroic 
de même, fi on étoit de beaucoup plus près qu’il ne fauc 

Rij 


Digitized by Google 


\ 6 o Trigonométrie. 
de la hauteur à mefurer. Ainfi il faut , afin de mefuref 
•xaéfcement une hauteur , qu’il y ait de la proportion 
entre la diftance de i’obfervateur à l'objet & la hauteur 
de cet objet j & fi cette diftance eft égale à la hauteur , 
( ce qui arrive lorfque l’angle de hauteur eft de 45 dc- 
grez ) pour lors on eft dans l’éloignement le plus favo- 
rable pour mefurer la hauteur. 

77. Ce que l'on vient de dire touchant la mefure 
des hauteurs , doit aulli s’entendre de la mefure de 
toute autre ligne , foit qu'elle marque la largeur ou la 
diftance des objets ; en forte qu’il faut toujours que 
l'éloignement qui eft entre l’obfcrvateur & la ligne à 
mefurer , ait quelque rapport fenfible avec cette ligne. 


FIN. 
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triangle rectangle qui a pour hauteur le rayon , (y pour bafe une 
ligne droite égale à la circonférence. 1 3 

Problème. Une figure rectiligne étant donnée , en faire une autre 
qui lui foit égale , ty qui ait un coté de moins. 138 

De la mefure des Figures planes. i j 9 

Théorème I. La furface d'un reBangle efl égale au produit de fa 
hauteur par fa bafe , ou de fa bafe par fa hauteur. 1 3$ 

Théorème II. Une figure circonfcrite à un cercle , efl égale au pro- 
duit du rayon du cercle par la moitié du perimetre de la figure. 
Page 14.2, 

Problème I. Taire un qnarrê égal à un parallélogramme donné. 143 
Problème II. Faire un quarré égal en furface à un triangle, j 44 
De la Quadrature du Cercle. 144 

Problème. Trouver la furface d’un cercle dont on connoit le dia- 
mètre. 1 47 

Du rapport des Surfaces. 1 4 8 

Lcmme. Lorfque deux polygones font femblables , les produifans de 
l'un font proportionnels aux produifans de l’autre. 15 O 

Théorème I. Deux parallélogrammes font entr' eux comme le pro- 
duit des produifants de l’un efl au produit des produifants de 
l'autre. 1 J T 

Théorème II. La raifon qui efl entre deux parallélogrammes efl 
compofée des raifons des produifans correfpondans ; c'efl-à-dire , 
des raifons de la hauteur à la hauteur (y de la bafe à la bafe. 
Page . 153 

Théorème III. Deux polygones femblables font en raifon doublée 

des produ fants corrcfpondants. 157 

Théorème IV. & fondamental. Dans un triangle rectangle le quarré 
de l'hypotênufe efl égal au quarré des deux autres cotez. 1 58 
Théorème VII. De tous les polygones réguliers ifopérimetres , celui 
qui a le plus de cotez efl plus grand en furface. 1 6 4 

Problème. Trouver un cerclé qui foit double , triple , Ce. en un mot 
qui ait un rapport tel qu'on voudra avec un cercle donné ,ou,ce 
qui revient au même , dont on connoit le diamètre. 1 6 Ç 

Théorème. La diagonale a'un quarré e(l incommenfurable avec le 
côté. ' 168 

'i, 
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LIVRE TROISIÈME. 

Des Solides. 

De la furface des Solides. 17$ 

L Emme I. La furface convexe du cône tronqué ejl égale k un 
un trapèze qui a pour hauteur le côté du cône tronqué , £5* 
dont les bafes font parallèles entr' elles (y égales aux circonfé- 
renets des bafes fupérieures (y inférieures du cône. 17 9 

Letnme IF. La furface du cône tronqué eirconfctit décrite par une 
tangente dont le milieu ejl le point de contingence , ejl égale k la 
furface du cylindre crrconfcrittde même hauteur. 1 84 

Théorème I. La furface d’une fphere ejl égale k la fuperficie con- 
vexe du cylindre circonfcrit. Uj 

Du rapport des fu perfides. 

Des Solides femblables. 1Î9 

Théorème. Lorfque deux corps font femblables , les fuperficies font 
en raifon doublée des lignes correfpondantes , ou comme les quar- 
rez. de ces lignes. 150 

Problème. Trouver la furface d’une fphere ' dont on connoit le dia- 
mètre. 1 91 

Des folides ou corps confïderez félon leur folidité. 194 

De l’égalité des Solides. 

Théorème I. Deux prifmes de mime bafe (y de même hauteur font 
égaux -, foit qu'il y en ait un droit (S 1 l’autre oblique , feit que 
tous les deux foient droits ou obliques. 1 9 f 

Théorème IL Deux pyramides de même bafe (y de meme hauteur 
font égales , foit qu’il y en ait une droite Eî° l’autre oblique , foit 
cyte toutes les deux foient droites ou obliques. 197 

Théorème III. Une Pyramide triangulaire ejl le tiers d’un prifmt 
triangulaire de mime bafe (y de même hauteur. 199 

Théorème IV. Une fphere ejl égale k une pyramide ou k un cône 
qui a pour hauteur le rayon de la fphere (y une bafe égale k la 
furface de la fphere. xoi . 

Des mefures des Corps ou Solides. a 02 

Théorème. Les prifmes (y les cylindres droits ou obliques font égaux 
au produit de leur bafe par leur hauteur. - i#i 
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Du rapport des Solides confiderez félon leur folidité. 
Page ( , *°3 

Lemme. Lorfque deux corps font femblubles , les trois produifans de 
l’un font proportionnels aux trois produifans homologues de 
l’autre. lOf 

Théorème I» Les prifmes font tntr’eux comme les produits de leur 
bafe par leur hauteur. roi 

Théorème II. Les prifmes font en raifon compofét de la hafe h la 
bafe (y de la hauteur à la hauteur. xoj 

Théorème III. Deux folides foet en raifon compofée des trois pro- 
duifans de l'un aux trois produifans de l’autre. ioj 

Théorème IV. La fphere efi au cylindre circonfcrit , comme 2 efi à 
j ; c’eft- à-dire , qu’elle eft les deux tiers du cylindre. tij 
Théorème V. La fpbere efi au cube circonfcrit , comme la fixiimc 
partie de la circonférence eft au diamètre. 214 

Problème I. Trouver la folidité d’une fphere dont on connoit le dia- 
mètre. , » \6 

Problème II. Trouver la folidité d'un prifme , par exemple , d’un 
ouvrage de maçonnerie 'qui ait 1 6 teifes 4 pieds 8 pouces de lon- 
gueur , x toifes 3 pieds d'épaiffeur , er 7 toifes x pieds de hauteur , 
Page xit 

Fin de U Tablt des Elémtns de Géométrie. 

DE LA TRIGONOMETRIE . 

T Héorcme I. D ans tout triangle , les finus des angles font trt - 
tr’eux comme les cotez, oppofez à ces angles. 231 

Lemme I. Lorfque deux quantités, font inégales , la plus grande ejl 
égale à la moitié de la fomme , plus à la moitié de la différence ; 
CT la plus petite efi égale à la moitié de la fomme moins la moitié 
de la différence. 13» 

Lemme II. Dans tout triangle fi on prolonge un des citez d’un angle 
au-delà du fommet , en font que la partie prolongée foit égale à 
l’autre coté du même angle qu’on tire une ligne de l’extrémité 
de la partie prolongée à l’extrémité de l’autre cité, afin et avoir un 
triangle ifocele ,fi enfuite on tire du fommet de l’angle compris en- 
tre les côoez égaux du triangle ifocele une perpendiculaire fur fa 
bafe\ i.Un des fegmens de cette bafe fera la tangente delà moitié de 
la fomme des angles oppofés aux deux citez du premier triangle. ». 
Si du fommet de l’angle tompris entre les tittz égaux du ttiangle 
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ifocele , on tire fur la, bafe de cet angle une parallèle à la baft 
du premier triangle , la partie de la bafe du triangle ifocele com- 
prife entre cette parallèle ty la perpendiculaire , fera la tangente 
de la moitié de la différence des angles oppofez aux deux cotez 
du premier triangle. 134 

Théorème IL Dans tout triangle qui n’eft pas équilatéral , fi on 
prend deux cotez inégaux , la fomme de ces deux cotez efl à. leur 
différence , comme la tangente de la moitié de la fomme des angles 
oppofez aux deux cotez efl à la tangente de la moitié de la diffé - 
rente de ces angles. 133 

Théorème III. Dans tout triangle fcalcne , c'efl-à-dire , dont les 
trois cotez font inégaux , le grand coté efl à la fomme des deux 
autres , comme la différence de ces deux efl d la différence des 
parties du grand coté divifé par la perpendiculaire tirée du fom- 
met de l’angle oppofé au grand cité. 13 S 

Problème I. Connoiffant deux angles , C5* un coté et un triangle , 
trouver les deux autres citez. z 3 g 

Problème IL Connoiffant deux citez d’un triangle , (y l’angle com- • 
pris entre ces citez > trouver les deux autres angles ty le troifié - 
me côté. 140 

Problème III. Connoiffant deux citez d'un triangle ty l’angle oppofé 
à un de ces citez , Cf de plus fiachant de quelle efpece efl l’an- 
gle oppofé d l’autre cité , trouver les deux angles inconnus , £5* 
le trotfiéme cité. - ' 141 

Problème IV. Connoiffant les trois citez d’un triangle , trouver 
chacun des trois angles Cf la perpendiculaire fur le grand coté , 
tirée de l’angle qui lui efl oppofé. 144 

Autre méthode de réfoudre les 4. Problèmes precedents. 

Problème V. Méfurer une hauteur acceffible. 130 

Problème VI. Mefurer la largeur d’une rivière. 15 1 

Problème VII. Mefurer une hauteur tnacceffible. if 3 

Problème VIII. Trouver la diflance de deux objets inacceffiblcs. 133 
Problème IX. Lever la carte d’un Pays par les réglés de la Trigono- 
métrie. ■ 154 

Problème X. Trouver la diflance de la Lune d la Terre. * 57 

fin de U Table de U Trigonométrie . 
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